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Задачиккурсу ”Теоретическиеосновычислен­
ных методов”

• Задача1.Доказать, что банахово пространство строго нормиро‐
вано тогда и только тогда, когда для любых различных элемен‐
тов x ̸= y единичной сферы и 0 < α < 1 выполнено неравенство

∥αx+ (1− α) y∥ < 1.

• Задача 2.Доказать, что банахово пространствоB = C[0, 1] с нор‐
мой ∥f∥ = max

x∈[0,1]
|f(x)| не является строго нормированным.

• Задача 3. Доказать, что банахово пространство классов инте‐
грируемых по Лебегу функцийL1[0, 1] с нормой ∥f∥ =

1∫
0

|f(x)| dµ
не является строго нормированным.

• Задача 4. Пусть H — гильбертово пространство и Hn — его n‐
мерное подпространство. Пусть отображение π = πn : H → H
сопоставляет элементу x ∈ H наименее уклоняющийся элемент
из Hn. Доказать, что

π(x) =
n∑

k=1

(x, ek) ek

и

ε(x,Hn) =

(
∥x∥2 −

n∑
k=1

(x, ek)
2

) 1
2

,

где e1, . . . en —произвольный ортонормированный базис.

• Задача 5.ПустьM ⊂ Bи λ ∈ Rи x, λ x ∈ PM . Доказать, что тогда
выполнено равенство π(λx) = λπ(x).

• Задача6.ВC[S1]не существует четномерныхЧебышевских под‐
пространств.
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• Задача 7. Не существует чебышевских подпространств размер‐
ностибольшей1намножестве, являющемсяобъединениемтрех
отрезков с общим концом.

• Задача 8.Чебышевское подпространство размерности большей
1 определено на связном компактноммножестве тогда и только
тогда, когда это множество гомеоморфно отрезку или окружно‐
сти.

• Задача 9. Докажите теорему Чебышева для произвольного че‐
бышевского подпространства в случаеD = S1.

• Задача 10.Пусть ak > 0—такие вещественные положительные
числа, чторяд

∞∑
k=0

ak сходится. Рассмотрим2π‐периодическуюфунк‐
цию

f(x) =
∞∑
k=0

ak cos 3kx

и для целогоm ≥ 0 положим

T (x) =
m∑
k=0

ak cos 3kx.

Доказать, чтотригонометрическиймногочленT (x)наименееукло‐
няется от f(x) в T2·3m+1 и ε(f, T2·3m+1) =

∞∑
k=m+1

ak.

• Задача 11. Пусть f ∈ C[D] и для некоторого p из чебышевского
подпространстваL размерности n найдутся точки a ≤ x1 < x2 <
. . . < xn+1 ≤ b, в которых разность r = f − p принимает нену‐
левые значения с чередующимися знаками ( в силу задачи 2 это
множество упорядочено, для S1 этот порядок задает направле‐
ние обхода по окружности.) Тогда

ε(f, L) ≥ min
1≤k≤n+1

|r(xk)|.
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• Задача 12. Пусть f ∈ C[S1]— четная функция. Тогда наименее
уклоняющийсямногочленЧебышеватакжеявляетсячетнойфунк‐
цией.

• Задача 13.Пусть ak > 0—такие вещественные положительные
числа, что ряд

∞∑
k=0

ak сходится, а 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nk < . . .—
такие натуральные числа, для которых все отношения nk+1/nk

суть целые нечетные числа. Положим

f(x) =
∞∑
k=0

ak cosnkx

и для целогоm ≥ 0 положим

T (x) =
m∑
k=0

ak cosnkx.

Доказать, чтотригонометрическиймногочленT (x)наименееукло‐
няется от f(x) в T2·nm+1 и ε(f, T2·nm+1) =

∞∑
k=m+1

ak.

• Задача 14. Последовательность функций

Jn(x) =
3n3

2π(2n2 + 1)

( sinnx/2
n sinx/2

)4

=
6πn

2n2 + 1
Φ2

n(x).

• Задача 15. Докажите, что для четной функции существует чет‐
ный тригонометрический многочлен, удовлетворяющий нера‐
венству из теоремы Джексона.

• Задача 16. Пусть f ∈ W r(M, [a, b]). Тогда для любого n ≥ r спра‐
ведливо неравенство

ε(f,Pn) <

(
b− a

2

)r
ArM

nr
, n ≥ r,
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где константаAr не зависит отM, n, f и равнаAr = (Cr)r/r! (C
—константа из теоремы Джексона).
Указание: сначала сведите доказательство к случаю функций
f на отрезке [−1, 1], затем перейдите к функциям вида h(t) =
f(cos t).

• Задача 17. Доказать, что для произвольных φ1, . . . , φn ∈ R :

(a)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 cosφ1 · · · cos(n− 1)φ1

1 cosφ2 · · · cos(n− 1)φ2

· · · · · · · · · · · ·
1 cosφn · · · cos(n− 1)φn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
2(n−1)2

∏
1≤i<k≤n

sin φi + φk

2
· sin φi − φk

2
,

при n > 1 и

(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣
sinφ1 sin 2φ1 · · · sinnφ1

sinφ2 sin 2φ2 · · · sinnφ2

· · · · · · · · · · · ·
sinφn sin 2φn · · · sinnφn

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
2n(n−1)

n∏
k=1

sinφk

∏
1≤i<k≤n

sin φi + φk

2
· sin φi − φk

2
.

Указание к задаче 17. Воспользуйтесь тем, что cosnx и sin(n +
1)x/ sinx — многочлены степени n относительно переменной
cosx. Найдите их старшие коэффициенты. Используйте опреде‐
литель Вандермонда.)

• Задача18.Воспользуйтесь результатомпредыдущего упражне‐
ния для вывода леммы 2.

• Задача19.Докажителемму6. Для этого рассмотритепроцедуру
дифференцирования функций ∆n,r(t) = Br(t) − Tn,r(t). Сколько
раз можно дифференцировать эту функцию? Докажите, что при
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дифференцированиичислонулейнеизменится. Воспользуйтесь
периодичностьюфункций. Рассмотрите отдельно случай четно‐
го r и случай нечетного r.

• Задача 20. Доказать, что выполняются соотношения

1.
n∏

j=1
j ̸=k

|k − j| = (k − 1)! · (n− k)!,

2. k! · (n− k)! ≤ (n− 1)!, 1 ≤ k < n,

3.
m∏
j=1

(
j − 1

2

)
≥ m!

2

√
m, m ≥ 1.

• 21. Пусть m, ν — целые, m ≥ 1, m ≥ ν ≥ 0, f ∈ Cm[I] и f имеет
k ≥ m различных нулей на I . Тогда f (n−ν) имеет не менее k − ν
корней на отрезке I .

• Задача 22. Для произвольной функции f ∈ Cn[a, b] и системы
узлов x = (x1, . . . , xn) и любого x ∈ [a, b]

f(x) = πn(x, f)(x) +
f (n)(ξ)

n!

n∏
k=1

(x− xk),

где y1 < ξ < y2, а y1 = min{x, x1, . . . , xn}и y1 = max{x, x1, . . . , xn}.
• Задача 23. Пусть n ≥ 1, f ∈ Cn[a, b], x∗ = (x∗

1, . . . , x∗
n) — чебы‐

шевские интерполяционные узлына [a, b], x∗
k =

b−a
2
cos 2k−1

2nπ
+ a+b

2
,

1 ≤ k ≤ n. Докажите, что при a = −1, b = 1

∥f − πn(x∗, f)∥ ≤ 1

2n−1n!
sup

x∈[−1,1]

|f (n)(x)|.

Задача24.Пусть f ∈ C[a, b]—ограничениецелойфункции.Тогда
дляпроизвольного q > 0найдетсяA > 0, чтодлялюбойсистемы
узлов x = (x1, . . . , xn) на отрезке [a, b] выполняется неравенство
∥f − π(x, f)∥ ≤ Aqn. Вывести из этого, что интерполяционный
процесс, отвечающий произвольной интерполяционной матри‐
це X на отрезке [a, b] равномерно сходится к функции f .
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•• Задача 25. Пусть f ∈ C∞[a, b] и sup
x∈[a,b]

|f (n)(x)| ≤ BAn для всех
n ≥ 1 и некоторых констант A > 0 иB > 0. Докажите, что
а) интерполяционный процесс, отвечающий произвольноймат‐
рице интерполяционных узлов на [a, b] равномерно на [a, b] схо‐
дится к f ,
б) функция f аналитична на [a, b]. Рассмотрите примеры f(x) =
sin kx, k ∈ R, f(x) = eαx, α ∈ R.

• Задача 26. Докажите неравенство Лебега

∥f − lr(x, f)∥ ≤ (1 + ∥lr∥)ε(f,L(n)
r ),

где f ∈ C[a, b], 2 ≤ r ≤ n.
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