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Ортогонализация Грамма‐Шмидта

Пусть b1, . . . , bn — базис, тогда ортогональные
векторы b∗i определяются формулами

b∗i = bi −
i−1∑
j=1

µi,jb∗j

µi,j =
(bi,b∗j )
(b∗j ,b

∗
j )
.
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Приведенный базис

Определение

Базис B = (b1, . . . , bn) ∈ Rm×n называется δ‐LLL‐приведенным
относительно параметра 1

4 < δ < 1, если
1 |µij| ≤ 1/2 при i > j, где µij — коэффициенты Грамма‐Шмидта,
2 для любой последовательной пары векторов bi, bi+1

выполняется неравенство

δ∥πi(bi)∥2 ≤ ∥πi(bi+1)∥2,

где πi — проекция на оболочку span(b∗i , b
∗
i+1, . . . , b∗n). Иначе это

условие задается соотношением

δ∥b∗i ∥2 ≤ ∥b∗i+1 + µi+1,ib∗i ∥2 = ∥b∗i+1∥2 + µ2
i+1,i∥b∗i ∥2.
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Свойства приведенного базиса

Теорема

Пусть b1, . . . , bn — δ‐LLL‐приведенный базис решетки L. Тогда

1 det L ≤
n∏

i=1

∥bi∥ ≤
(

4
4δ−1

)n(n−1)/4 det L,

2 ∥bj∥ ≤
(

4
4δ−1

)(i−1)/2 ∥b∗i ∥ при 1 ≤ j ≤ i ≤ n,

3 ∥b1∥ ≤
(

4
4δ−1

)(n−1)/4
(det L)1/n,

4 если x ̸= 0— элемент решетки, то
∥b1∥ ≤

(
4

4δ−1

)(n−1)/2 ∥x∥,
5 если векторы решетки x1, . . . , xt — линейно независимы,

то ∥bj∥ ≤
(

4
4δ−1

)(n−1)/2max{∥x1∥, . . . , ∥xt∥} при 1 ≤ j ≤ t.
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Доказательство. Согласно определению приведенного базиса
выполняется неравенство

∥b∗i+1∥2 ≥
(
δ − µ2

i+1,i

)
∥b∗i ∥2 ≥

(
δ − 1

4

)
∥b∗i ∥2

для всех 1 ≤ i < n. Следовательно, для всех 1 ≤ j ≤ i < n

выполняются неравенства ∥b∗j ∥2 ≤
(

4
4δ−1

)i−j
∥b∗i ∥2. Введем

обозначение τ = 4
4δ−1 . Тогда ввиду ограничения на параметр δ,

получаем, что τ > 4
3 .
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Поэтому из условия приведенности базиса

∥bi+1∥2 = ∥b∗i+1∥2 +
i∑

j=1
µi+1,j∥b∗j ∥2

≤ ∥b∗i+1∥2 +
i∑

j=1

1

4
·
(

4

4δ − 1

)i+1−j

∥b∗i+1∥2

= ∥b∗i+1∥2 +
i∑

j=1

1

4
· τ i+1−j∥b∗i+1∥2

=

(
1 +

1

4
τ
τ i − 1

τ − 1

)
· ∥b∗i+1∥2

≤ τ i · ∥b∗i+1∥2,

т.к.
(
1 +

1

4
τ
τ i − 1

τ − 1

)
≤ τ i при τ > 4

3 .

Следовательно,

∥bj∥2 ≤ τ j−1∥b∗j ∥2 ≤ τ i−1∥b∗i ∥2

при 1 ≤ j ≤ i ≤ n. Формула 2 теоремы доказана.
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Из полученного неравенства выводим

n∏
i=1

∥bi∥2 ≤
n∏

i=1

τ i−1
n∏

i=1

∥b∗i ∥ = τ n(n−1)/2 · (det L)2.

Поскольку первая половина неравенства 1 представляет собой,
доказанное ранее неравенство Адамара, соотношение 1 доказано.
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Для доказательства соотношения 3 воспользуемся соотношениями 2.
Перемножая соотношения

∥b1∥ ≤ τ
i−1
2 ∥b∗i ∥,

получим

∥b1∥n ≤
n∏

i=1

(
τ

i−1
2 ∥b∗i ∥

)
= τ

n(n−1)
4 · det L.

Соотношение 3 доказано.
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Докажем соотношение 4. Поскольку x— вектор решетки, имеют
место разложения

x =
n∑

i=1

ribi =
n∑

i=1

r′ib
∗
i ,

причем все rk ∈ Z. Пусть k—максимальное целое, для которого
rk ̸= 0. Тогда из определения процесса ортогонализации следует, что
выполняется равенство rk = r′k, и в частности ∥rk∥ = ∥r′k∥ ≥ 1.
Воспользовавшись соотношением 2, получаем

τ n−1∥x∥2 ≥ τ n−1∥r′k∥2∥b∗k∥2 ≥ τ k−1∥b∗k∥2 ≥ ∥b1∥2.

Соотношение 4 доказано.
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Докажем соотношение 5. Выразим векторы xj через элементы базиса
bi

xj =
n∑

i=1

ri,jbi, ri,j ∈ Z.

Для каждого j обозначим через k(j) наибольшее целое число k, для
которого rk,j ̸= 0. Перенумеруем векторы xj так, чтобы
k(1) ≤ k(2) ≤ . . . k(t). Тогда для всех 1 ≤ j ≤ t выполняются
неравенства ∥xj∥2 ≥ ∥b∗k(j)∥2. Выполняется неравенство j ≤ k(j) для
всех 1 ≤ j ≤ t, поскольку векторы x1, . . . , xt линейно независимы.
Воспользовавшись этим неравенством и уже доказанным
соотношением 2, получаем

∥bj∥2 ≤ τ k(j)−1 · ∥b∗k(j)∥
2 ≤ τ n−1 · ∥b∗k(j)∥

2 ≤ τ n−1 · ∥xj∥2.
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Свойства приведенного базиса

Следствие

Если B = (b1, . . . , bn) ∈ Rm×n — δ−LLL‐приведенный
базис с δ ∈ (1/4, 1), то ∥b1∥ ≤

(
2/
√
4δ − 1

)n−1
λ1. В

частности, если δ = 1/4 + (3/4)n/(n−1), то
∥b1∥ ≤

(
2/
√
3
)n

λ1.
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LLL‐алгоритм

Вход: Базис решетки B = (b1, . . . , bn) ∈ Zm×n

Выход: LLL‐приведенный базис решетки.

(loop):

for i = 1, . . . , n
for j = i− 1, . . . , 1
bi := bi − ci,jbj где ci,j = ⌊(bi, bj)/(bj, bj)⌉

if δ∥πi(bi)∥2 > ∥πi(bi+1)∥2 для некоторого i
then swap(bi, bi+1) go to (loop)
else B— выход
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Корректность алгоритма

Отметим, что выполняемые в алгоритме преобразования переводят
базис решетки в базис той же решетки, причем, если алгоритм
заканчивает работу, то в результате получается приведенный базис
решетки.
Поэтому, для доказательства полиномиальности алгоритма
необходимо сначала доказать, что алгоритм заканчивает выполнение
за конечное число шагов и оценить их число, а также сложность
выполнения каждого шага.
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Доказательство корректности алгоритма

Из определения процедуры ортогонализации Грамма‐Шмидта
следует

Лемма

Пусть j < i. При преобразовании базиса решетки

φi,j : B = (b1, . . . , bn) → B′ = (b′1, . . . , b′n),

по формуле

φi,j(bk) =
{

bk при k ̸= i
bk − ck,jbj при k = i

,

где ck,j =
⌊
(bk, b∗j )/(b

∗
j , b

∗
j )
⌉
, ортогональный базис Грамма‐Шмидта

нового базиса не изменяется.
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Доказательство корректности алгоритма
Из определения коэффициентов ck,j =

⌊
(bk, b∗j )/(b

∗
j , b

∗
j )
⌉

Лемма

Пусть j < i. При преобразовании базиса решетки

φi,j : B = (b1, . . . , bn) → B′ = (b′1, . . . , b′n),

заданном формулой

φi,j(bk) =
{

bk при k ̸= i
bk − ck,jbj при k = i

,

где ck,j =
⌊
(bk, b∗j )/(b

∗
j , b

∗
j )
⌉
, для всех k > m выполняются

соотношения

µ′
k,m =

{
µk,m при k ̸= i
µk,m при k = i,m ̸= j

и |µ′
i,j| ≤ 1/2. 15/38



Доказательство корректности алгоритма

Отметим, что выполняемые в алгоритме преобразования переводят
базис решетки в базис той же решетки, причем в силу доказанных
выше двух лемм, если алгоритм заканчивает работу, то в результате
получается δ‐LLL приведенный базис решетки.
Поэтому, для доказательства корректности алгоритма достаточно
убедиться, что алгоритм заканчивает выполнение за конечное число
шагов. Мы докажем, что алгоритм останавливается не только за
конечное время, даже его полиномиальность относительно длины
входа. Для этого потребуется оценить число обращений к циклу
(loop), а также сложность выполнения каждого шага.

16/38



Целозначные функции di

Зададим целозначные положительные функции di на
базисах решетки формулами

di(b1, . . . , bi) =

∣∣∣∣∣∣
(b1, b1) · · · (b1, bi)
· · · · · · · · ·

(bi, b1) · · · (bi, bi)

∣∣∣∣∣∣ .
Согласно доказанному ранее выполняется равенство

di(b1, . . . , bi) =
n∏
j=1

∥b∗j ∥2.
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Целозначная функция D

Свяжем теперь с базисом b1, . . . , bn натуральное
число

D = D(b1, . . . , bn) =
n∏
j=1

di(b1, . . . , bi).

Заметим, что если в процессе выполнения алгоритма

не выполняется перестановка векторов, то величины
di, являющиеся квадратами детерминантов базисов
соответствующих решеток не изменяются.
Следовательно, и величина D в этом случае остается
неизменной.
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Шаг алгоритма, переставляющий векторы

Рассмотрим теперь шаг алгоритма, на котором выполняется
перестановка двух соседних элементов базиса. А именно, пусть
векторы b1, . . . , bi определяют приведенный базис в решетке
span(b1, . . . , bi), порожденной этими векторами. Пусть также
векторы b1, . . . , bi+1 представляют базис, для которого
выполняется условие 1, но не выполняется условие 2
определения δLLL‐приведенности. Тогда на этом шаге

алгоритма получаем базис

(b̃1, . . . , b̃i, b̃i+1, . . . , b̃n) = (b1, . . . , bi−1, bi+1, bi, bi+1, . . . , bn).
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Изменение величины D
Посмотрим, как изменится при этом значение
величины D. Отметим, что значения dk при k ̸= i
остаются неизменными, поскольку соответствующие
решетки не меняются.

D(b̃1, . . . , b̃n)
D(b1, . . . , bn)

=
di(b̃1, . . . , b̃i)
di(b1, . . . , bi)

=

(
i−1∏
j=1

∥b∗j ∥2
)
∥πi(bi+1)∥2

i∏
j=1

∥b∗j ∥2
=

∥πi(bi+1)∥2

∥b∗i ∥2
.
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Измение D
Поскольку выполняется перестановка, второе
условие δ‐LLL приводимости не выполняется, т.е.
∥πi(bi+1)∥2

∥b∗i ∥2
=

∥πi(bi+1)∥2

∥πi(bi)∥2
≤ δ. Поэтому выполняется

неравенство

D(b̃1, . . . , b̃n) ≤ δD(b1, . . . , bn). (1)

Пусть D0 = D(b1, . . . , dn)— значение целозначной
функции D на исходном базисе решетки на входе
LLL ‐алгортима, а Dk — соответствующее значение
после k ‐й итерации (loop). Тогда из формулы 1
следует соотношение Dk ≤ δkD0.
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Оценка числа итераций в цикле (loop)

Поскольку D— целозначная положительная функция
и δ < 1, выполняется неравенство

k ≤ logD0

log(1/δ) .

Поскольку D0 вычислима за полиномиальное время
от длины входа, значение logD0 полиномиально от
длины входа. Следовательно, если δ < 1—
константа, то число итераций полиномиально от
длины входа.
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Полиномиальность остается для последовательности
δn

Следующая лемма показывает, что для некоторой
возрастающей функции δn, для которой lim

n→∞
δn = 1,

число итераций остается полиномиальным.

Лемма

Если δn = (1/4) + (3/4)n/(n−1), то для всех c > 1
существует такое N, что для всех n > N
выполняется неравенство (log(1/δn))−1 ≤ nc.
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Доказательство. Неравенство (log(1/δn))−1 ≤ nc эквивалентно

неравенству 1− 2−(
1
n )

c

≤ 1− δn. Согласно определению δn
выполняется равенство

1− δn = (3/4)− (3/4)n/(n−1) = (3/4)(1− (3/4)1/(n−1).

Следовательно, доказываемое неравенство эквивалентно
соотношению

1− 2−(
1
n )

c

(3/4)(1− (3/4)1/(n−1))
≤ 1. (2)

Чтобы доказать это соотношение, достаточно проверить, что
выполняется равенство

lim
n→∞

1− 2−(
1
n )

c

(3/4)(1− (3/4)1/(n−1))
= 0. (3)

Сделаем замену переменных x = 1/(n− 1). Тогда подставляя
n = 1 + 1/x в соотношение 3, получим эквивалентное равенство

lim
x→0

1− 2−(
x

x+1)
c

(3/4)(1− (3/4)x)
= 0.
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Для вычисления предела воспользуемся правилом Лопиталя. Имеем

lim
x→0

1− 2−(
x

x+1)
c

(3/4)(1− (3/4)x)
= lim

x→0

2−(
x

x+1)
c

c ln 2
(1+x)2

(
x

1+x

)c−1

3
4

(
3
4

)x ln(4/3) = 0.

Из доказанной леммы получаем, что δn‐LLL алгоритм
находит приближение кратчайшего вектора решетки
с точностью до множителя (2

√
3)n за

полиномиальное относительно длины входа число
итераций.
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Полиномиальность

Число арифметических операций, выполняемых в
каждом цикле полиномиально. Поэтому, чтобы
получить полиномиальную оценку времени
выполнения алгоритма, достаточно проверить, что
размеры всех чисел, получаемых в процессе
выполнения алгоритма, полиномиальны
относительно длины входа. Поскольку при
выполнении LLL ‐алгоритма операции производятся
над рациональными числами, достаточно проверить
полиномиальность размеров их числителей и
знаменателей.
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Ортогонализация Грамма‐Шмидта

Из формул ортогонализации Грамма‐Шмидта
следует, что bi − b∗i ∈ span(b1, . . . , bi−1), т.е.

bi − b∗i =
i−1∑
j=1

vi,jbj (4)

для некоторых вещественных чисел vi,j. Для любого
t < i выполняется равенство

(bi, bt) =
i−1∑
j=1

vi,j(bj, bt). (5)
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Система линейных уравнений для коэффициентов vi,j

Составим матрицу Bt = (b1, . . . , bt) из столбцов и
вектор‐столбец vi = (vi,1, . . . , vi,i−1)

′. Объединяя
уравнения (5) при t = 1, . . . , i− 1, получим систему
линейных уравнений

b′iBi−1 = v′iB
′
i−1Bi−1.

Детерминант системы равен det(B′i−1Bi−1) = di−1.
Согласно правилу Крамера компоненты вектора
di−1vi целые числа.
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Оценка для знаменателей
Поскольку из равенства (4) следует соотношение

di−1b∗i = di−1bi +
i−1∑
j=1

(di−1vi,j)bj, (6)

знаменатели рациональных векторов b∗i являются
делителями целых чисел di−1. Представим теперь
коэффициенты µi,j, используемые в процедуре
ортогонализации, как дроби:

µi,j =
(bi, b∗j )

(b∗j , b
∗
j )

=
dj−1(bi, b∗j )

dj−1∥b∗j ∥2
=

(bi, dj−1b∗j )

dj
,

поскольку dj =
j∏

k=1

∥b∗k∥2. Поэтому знаменатели µij

делят dj. 29/38



Оценка для знаменателей

Ранее было показано, что размер представления
начального значения D0 целозначной функции

D =
n∏
i=1

di полиномиален относительно длины входа

и эта величина уменьшается в процессе выполнения
LLL ‐алгоритма.

Поэтому знаменатели всех рациональных чисел
(поскольку знаменатели µij делят dj) в процессе
выполнения алгоритма имеют полиномиальный
размер относительно длины входа.
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Полиномиальность размеров числителей

Согласно определению выполняются соотношения
|µi,j| ≤ 1/2. Отметим, что при i > 1 из
целочисленности вектора dib∗i (см. соотношение (6))
следует, что ∥b∗i ∥ ≥ 1/di. Также выполняются

соотношения ∥b∗1∥ = ∥b1∥ ≥ 1 и di =
i∏

j=1
∥b∗j ∥2.

Следовательно,

∥b∗i ∥2 =
di

i−1∏
j=1

∥b∗j ∥2
≤ di

i−2∏
j=1

d2j ≤ D.
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Полиномиальность размеров числителей

Поэтому

∥bi∥2 = ∥b∗i ∥2 +
i−1∑
j=1

µ2
i,j∥b∗j ∥2 ≤ D+ (n/4)D ≤ nD.

Следовательно, длины числителей также имеют
полиномиальнцю длину относительно длины входа
и LLL ‐алгоритм с δn = (1/4) + (3/4)n/(n−1)

выполняется за полиномиальное время от длины
входа.
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Теорема существования приведенного базиса

Таким образом доказана

Теорема
Существует полиномиальный алгоритм, находящий для
базиса B решетки LLL ‐приведенный базис решетки L(B) с
параметром δn = (1/4) + (3/4)n/(n−1).

Теперь из леммы 3 следует

Теорема
Существует полиномиальный алгоритм, находящий для
базиса B решетки ненулевой вектор решетки x ∈ L(B) длины
не более чем (2/

√
3)nλ1.
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Аппроксимация решения задачи CVP

Задача ACVP (Approximate CVP). Пусть задан вектор
b ∈ Rm и n‐мерная решетка с базисом (b1, . . . , bn),
(n ≤ m). Требуется найти вектор b0 ∈ L(b1, . . . , bn),
для которого выполнено соотношение

∥b− b0∥ ≤ 2(2/
√
3)n min

x∈L(b1, ...,bn)
∥x− b∥.
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ACVP‐алгоритм
Вход: Базис решетки B = (b1, . . . , bn) ∈ Zm×n и
вектор t ∈ Zm

Выход: Вектор решетки x ∈ L(b1, . . . , bn), для
которого выполняется соотношение

∥x− t∥ ≤ 2(2/
√
3)n min

y∈L(b1, ...,bn)
∥y− t∥.

Выполнить LLL ‐алгоритм (найти приведенный
базис).

b := t
for j = n, . . . , 1

cj =
⌊
(b, b∗j )/(b

∗
j , b

∗
j )
⌉

b := b− cjbj
x := t− b — выход
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