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Введение

Системы полиномиальных уравнений — один из наиболее универсаль‐
ных математических объектов. Огромное количество задач, относящихся
к различным разделам математики, могут быть переформулированы как
задачи решения таких систем. В частности, почти все задачи криптографи‐
ческого анализа можно свести к поиску решений систем полиномиальных
уравнений. Соответствующее направление исследований принято назы‐
вать алгебраическим криптоанализом.

Для читателя, недостаточно знакомого с криптографией, особо под‐
черкнем, что алгебраический криптоанализ не сводится к одному лишь
поиску методов решения систем полиномиальных уравнений. Задача по‐
строения такой системы для данной задачи криптоанализа зачастую ока‐
зывается весьма непростой.

С точки зрения вычислительной сложности, системы полиномиальных
уравнений (далее, для краткости, просто— системы уравнений) охватыва‐
ют весь диапазон возможных вариантов, от алгоритмической неразреши‐
мости диофантовых уравнений до хорошо известных эффективных мето‐
дов решения линейных систем. Задача распознавания разрешимости си‐
стем квадратичных уравнений NP‐полна уже в булевом случае [GJ].

Систему уравнений над конечным полем всегда можно решить мето‐
дом полного перебора. Но к системам уравнений над полем рациональ‐
ных чисел этот метод неприменим. Долгое время открытым оставался во‐
прос об алгоритмической разрешимости задач, связанных с такими систе‐
мами уравнений. Здесь следует заметить, что существуют задачи двух ти‐
пов. Первый тип—задачираспознавания.Дана система уравнений. Требуется
ответить на вопрос, совместна ли она. Второй тип — задачи поиска. Дана
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6 Введение

система уравнений. Требуется найти хотя бы одно решение (другая поста‐
новка: найти все ее решения).

В действительности имеются две принципиально различные постанов‐
ки задач для систем алгебраических уравнений: в зависимости от того,
требуется ли определить совместность (найти хотя бы одно решение или
же найти все решения) в самом поле или его алгебраическом замыкании.
Например, ответ на вопрос о существовании нуля квадратичной формы
от n переменных в поле рациональных чисел (основном поле) дает тео‐
рема Минковского—Хассе (см. [Borshaf]), утверждающая что такое реше‐
ние существует тогда и только тогда, когда когда эта форма разрешима
над полем вещественных чисел, а также над полями p‐адических чисел
для всех простых p. Другим примером задачи проверки разрешимости си‐
стем уравнений в основном поле является проблема существования ал‐
горитмов распознавания совместности систем диофантовых уравнений.
Она была поставлена Гильбертом в 1900 году (знаменитая 10 проблема
Гильберта). Отрицательный ответ на поставленный вопрос был дан лишь
70 лет спустя Ю.В. Матиясевичем [Матияс]. Более того, можно построить
однопараметрическое семейство диофантовых уравнений от 22 перемен‐
ных, для которого не существует алгоритма распознавания существования
решения (см. [Borshaf]).

Ответ на вопрос о существовании решения системы алгебраических
уравнений в некотором расширении (алгебраическом замыкании) основ‐
ного поля дает теорема Гильберта о нулях (1893 г.). Эта теорема, одна‐
ко, не является конструктивной, поскольку требует в общем случае реше‐
ния бесконечной линейной системы уравнений. В дальнейшем в 1903 г.
Кёнигом была доказана возможность проверки существования решения
за конечное числошагов, т.е. доказана ее алгоритмическая разрешимость.
Позднее Херманн [Her25] получила явную оценку достаточного размера
системы линейных уравнений, зависящую только от размеров исходной
системыалгебраических уравнений (методлинеаризации). Однако, эта оцен‐
ка — двойная экспонента от степени исходной системы уравнений, при‐
чем в общем случае неулучшаемая.

Новыйимпульс исследованиямв этойобластипридалаработаБухбергера
[Buc06] (1965 г.), в которой определялся специальный базис идеала, по‐
рожденного системой полиномиальных уравнений. Этот базис он назвал
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в честь своего учителя базисом Гребнера. Введенное понятие вызвало це‐
лый поток работ в этой области. В частности, введение базисов Гребнера
позволило обобщить метод Жордана—Гаусса на системы алгебраических
уравнений (см., например, [Laz83]). Метод Бухбергера приводит систему
алгебраических уравнений к системе специального вида, определяемой
базисом Гребнера для исходной системы уравнений и позволяющей ис‐
пользовать исключениепеременных. В частности, базис Гребнера системы
линейных уравнений — это тот базис, в котором матрица системы имеет
ступенчатый вид.

Остановимся кратко на основных понятиях теории базисов Гребнера.
Фундаментом определения базиса Гребнера является допустимое упоря‐
дочение на множестве термов (мономов с коэффициентом единица) от n
независимых переменных. Упорядочение на множестве термов называет‐
ся допустимым, если оно согласовано с умножением термов и множество
термов является вполне упорядоченным относительно такого упорядоче‐
ния. Примерами допустимых упорядочений на множестве термов явля‐
ются лексикографическое упорядочение, лексикографическое упорядоче‐
ние, согласованное с градуировкой, обратное лексикографическое упоря‐
дочение, согласованное с градуировкой. Множество допустимых упоря‐
дочений на множестве термов бесконечно и даже континуально.

При выборе допустимого упорядочения базис Гребнера идеала I си‐
стемы алгебраических уравнений определяется как конечное множество
многочленов, являющееся базисом идеала I , старшие термы которых де‐
лят старшие термы всех многочленов идеала I . Из определения следует,
что базис Гребнера может зависеть от выбранного допустимого упорядо‐
чения. И это действительно так: имеются примеры допустимых упорядо‐
чений, для которых базисы Гребнера существенно различны.

С помощьютакогобазисаможноответить на вопрос опринадлежности
идеалу произвольного многочлена, свести задачу решения системы поли‐
номиальных уравнений к задачам нахождения решений полиномиальных
уравнений от одной переменной.

Алгоритм нахождения базисов Гребнера достаточно прост. Алгоритм
всегда завершается за конечное число шагов, и это число зависит от вы‐
бора допустимого упорядочения. Поэтому множество вопросов связано с
оценкой мощности этого базиса и сложностью его вычисления. Известно,
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что в общемслучае задачанахождения такогобазиса лежит в классеEXPSPACE
(задач, разрешимых алгоритмами, использующими не более чем экспо‐
ненциальную память).

Доказано, что, зная базис Гребнера относительно лексикографическо‐
го упорядочения на множестве термов для идеала I размерности ноль и
имея оракул, позволяющий находить решение алгебраического уравне‐
ния от одной переменной, можно определить, совместна ли система урав‐
нений, соответствующая этому идеалу, и найти некоторое решение в слу‐
чае совместности системы. Однако это решение может не принадлежать
основному полю.

В случае когда основное поле конечно, т.е. является полем Fq, где q =
pn для некоторого простого p, задача нахождения решения в основном по‐
ле решается так. Добавим элементы xqi − xi к базису идеала I для всех
переменных xi. Далее построим базис Гребнера полученного идеала J и
найдем некоторое его решение. Несовместность полученной системы бу‐
дет означать отсутствие решения в основном поле.

Вот пример, иллюстрирующий тезис о том, что метод Бухбергера ре‐
шения систем алгебраических уравнений является обобщением метода
Гаусса.

Рассмотрим систему из двух алгебраических уравнений от двух пере‐
менных над полем рациональных чисел{

x31 + x21x2 + x1x2 + x22 − 1 = 0
x21x2 + x32 + 1 = 0

(1)

Базис Гребнера относительно лексикографического порядка для идеала I
этой системы уравнений состоит из многочленов x1 и x2 + 1. Чтобы убе‐
диться в этом, достаточно проверить выполнение соотношений

I ⊂ (x1, x2 + 1) (2)

и
I ⊃ (x1, x2 + 1). (3)

Соотношения (2) очевидны. Соотношения (3) следуют из метода нахожде‐
ния базиса.
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Следовательно, (1) эквивалентна тривиальной системе уравнений{
x1 = 0

x2 + 1 = 0
(4)

Что будет, если нам известен базис Гребнера для некоторого допусти‐
мого порядка? Оказывается в этом случае имеется простой алгоритм (см.
[Col97]), преобразующий его в базис Гребнера для любого другого допу‐
стимого порядка, в частности для лексикографического.

За последние 10–15 лет появился ряд работ, авторы которых предлага‐
ют использовать базисы Грёбнера для решения систем уравнений, возни‐
кающих в алгебраическом криптоанализе. В разделе 7 приводится весьма
краткое обсуждение некоторых из этих работ. При этом не ставилась за‐
дача составления обзора исследований в данном направлении. Материал
раздела 7 следует трактовать как иллюстративный.

Задача поиска секретного ключа — типичная задача криптоанализа —
практически всегдаможетбыть решенаметодомполногоперебора. Естественным
образом возникает следующий вопрос: существуют ли примеры, когдаме‐
тоды, основанные на базисах Грёбнера, оказываются эффективнее полно‐
го перебора. Заметим, что с научной точки зрения отсутствие таких приме‐
ров еще ничего не говорит о перспективности самого подхода.

В случае, если система алгебраических уравнений над полем имеет ко‐
нечное число решений в алгебраическом замыкании этого поля (иными
словами, идеал такой системы имеет размерность 0), задача распознава‐
ния алгоритмически разрешима. Более того, существует алгоритм, даю‐
щий ответ на вопрос о конечности решений в алгебраическом замыкании.

Для уравненийнад конечнымиполями задачи распознавания совмест‐
ности и поиска решения имеют, по существу, одинаковую вычислительную
сложность. Это следует из существования так называемой самосводимо‐
сти: задача поиска сводится к задаче распознавания.

Самосводимость легко понять на примере системы булевых уравне‐
ний. Предположим, что у нас есть оракул, который отвечает на вопросы о
совместности систем, и требуется найти хотя бы одно решение. Пусть x1 —
первая из переменных. Зафиксируем одно из значений 0 или 1. Пусть это
будет 0. Подставим x1 = 0 во все уравнения и спросим у оракула, совмест‐
на ли система. Если да, то в решение записываемx1 = 0, иначеx1 = 1. При
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этом исходная система сведена к системе от меньшего числа переменных.
Для систем уравнений над полем рациональных чисел вопрос о суще‐

ствовании самосводимости остается открытым. Поэтому распознаватель‐
ная задача и задача поиска исследовались отдельно.

Задача поиска решений систем алгебраических уравнений ещедесяти‐
летия ожидала своего решения. Поскольку множество рациональных чи‐
сел бесконечно, а набор переменных в системе конечен, следовало обра‐
титься к символьным методам. Основу символьных алгоритмов составля‐
ют преобразования решаемой системы уравнений, не зависящие от того
поля, в котором ищется решение.

Подчеркнем, что для криптографии наиболее важными являются алго‐
ритмическиеи сложностныеаспектыпостроениябазисов Грёбнера.Именно
этой тематике и посвящены основные разделы данной главы.

Почти всеизвестныеиз литературырезультатыовычислительной слож‐
ности задач, связанных с базисами Грёбнера, доказаны для меры слож‐
ности ”в худшем случае”. Для криптографии это всего лишь информация
к размышлению. Гораздо интереснее (хотя все еще недостаточна) слож‐
ность в среднем. Эта область остается практическинеисследованной. Заметим,
что если мы зафиксировали множество систем уравнений и способ зада‐
ния входных данных для алгоритма, то это еще не определяет вычисли‐
тельную задачу для меры сложности ”в среднем”. Необходимо еще задать
распределение вероятностей на множестве систем уравнений. Таких рас‐
пределений бесконечно много, и каждое из них определяет вычислитель‐
ную задачу, вообще говоря, со своей сложностью в среднем.

Остается открытым также вопрос о том, как влияет допустимый поря‐
док на длину базиса Гребнера и вычислительную сложность его построе‐
ния. В частности, можно ли за счет выбора подходящего допустимого по‐
рядка понизить трудоемкость известных алгоритмов построения базиса
Гребнера. Есть также и совершенно неисследованная смежная область,
связанная с поиском ответов на вопрос о существовании других типов ба‐
зисов, облегчающих решение систем уравнений. Если ответ на этот вопрос
положительный, то конечная цель исследований в данном направлении
весьма амбициозна: описать все типы базисов идеалов, отличных от бази‐
са Гребнера, знание которых позволяет решать системы уравнений эффек‐
тивно (за полиномиальное время), и провести классификацию всех типов
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базисов указанного вида по вычислительной сложности их построения.
Глава состоит из двух частей. Первая часть алгебраическая. В ней со‐

держатся все необходимые для понимания результаты и определения из
теории колец многочленов и идеалов в кольцах многочленов.

Далее приводятся различные определения базиса Гребнера идеала,
доказывается его существование и описывается алгоритм Бухбергера для
его нахождения.

Базис Гребнера не определяется однозначно, а зависит от допустимого
порядка на множестве мономов в кольце многочленов.

Знание базиса Гребнера позволяет алгоритмически решить ряд задач.
И здесь возникает вопрос о сложности нахождения этого базиса и множе‐
ство вопросов о том, дает ли нам знание базиса Гребнера возможность
быстро решить такие задачи: задача о принадлежности идеалу, задача о
перечислении всех решений соответствующей системы уравнений и т.д.

Во второй части рассматриваются вопросы связанные со сложностью
задач нахождения базисов Гребнера, а также других задач, использующих
для решения такие базисы. Примером такой задачи является задача опре‐
деления принадлежности многочлена идеалу. В случае идеалов в кольцах
многочленов над целыми (или рациональными) числами эта задача явля‐
ется EXPSPACE‐полной (Мейр и Майр).

Важнойявляется задачанахождениярешения системуравненийв коль‐
це многочленов специального вида. В случае систем булевых уравнений,
систем, имеющих конечное число решений, и некоторых других случаях
задача нахождения базиса Гребнера может быть решена алгоритмически
с памятью, ограниченной полиномом от длины записи входных данных.

На самомделе, значительный интерес представляет анализ поведения
известных алгоритмов построения базисов Гребнера на типичных (в неко‐
тором смысле) данных, т.е. анализ сложности в среднем. Несмотря на оче‐
видную потребность в такого рода исследованиях, их число относительно
невелико. Исследованиям в этом направлении посвящены, например, ра‐
боты [Bar04; HL11; CD11].

Известно, в частности, что дважды экспоненциальные нижние оцен‐
ки степеней многочленов базиса Гребнера в худшем случае для типично‐
го случая не имеют места и для многих достаточно типичных случаев эти
оценки почти линейны [Giu84].
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С другой стороны, большой интерес (в частности для криптографии)
представляет случай конечных полей (особенно булевых). А здесь ника‐
кие оценки степеней многочленов не могут помочь в получении нижних
оценок сложности алгоритмов.

Известно, что в булевом случае можно построить базис Гребнера с па‐
мятью, ограниченной полиномом (аналог класса PSPACE). Однако най‐
ти решение системы булевых уравнений всегда можно перебором, т.е. за‐
дача разрешимости принадлежит классуNP .

И это типично и для других случаев: построить базис Гребнера обыч‐
но сложнее, чем просто решить систему перебором (конечно, только для
случая конечных полей, однако это и есть наиболее интересный случай).

Отметим в этой связи один интересный (в первую очередь для крипто‐
графии) специальный случай систем булевых уравнений, которые заведо‐
мо имеют решение и притом единственное (ключ). В данном случае, как
следует из рассуждений в разделе 6 (см. теорему 50), нахождение реше‐
ния полиномиально эквивалентно нахождению базиса Гребнера (приве‐
денного и потому единственного).

Недостаточно исследованным представляется и вопрос о зависимости
сложности алгоритма построения базиса Гребнера от выбранного допу‐
стимого порядка на мономах.

Наиболее полная библиография работ по данной тематике, охватыва‐
ющая сотни работ, имеется на сайте http://www.risc.jku.at/Groebner‐Bases‐
Bibliography.



Глава 1

Упорядоченные множества

В данной главе используются стандартные обозначения N, Z, Q и R для
множествнатуральных, целых, рациональныхивещественных чисел.Определения
необходимыхпонятий алгебрыприведенывприложении. Рассматриваемые
моноиды предполагаются коммутативными.

1.1 Упорядоченные множества

Определение 1.1.1. Множество M называется частично упорядочен‐
ным, если наM определено отношение x � y, удовлетворяющее усло‐
виям:

1 Для любого элемента x ∈M выполняется соотношение x � x.

2 Если выполняются соотношения x � y и y � z, то x � z.

3 Если выполняются соотношения x � y и y � x, то x = y.

Условие 1 называют условием рефлексивности, условие 2 — условием
транзитивности, а условие 3 условиемантисимметричности.Отношение
�называетсяотношениемчастичногопорядканамножествеM . Отношение
≺, заданное формулой

x ≺ y ⇔ x � y и x 6= y

13
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называется строгимчастичнымпорядком, соответствующимчастич‐
ному порядку�.

Определение 1.1.2. ПодмножествоN частично упорядоченногомноже‐
ства M называется линейно упорядоченным, если для каждой из пар
x, y ∈ N выполняется хотя бы одно из соотношений

x � y и y � x.

В частности, если N = M , то отношение порядка � называется ли‐
нейным.

Элемент b частично упорядоченногомножестваM называется верхней
гранью подмножества S ⊂ M , если для всех x ∈ S выполняется соотно‐
шение x � b.

Частично упорядоченное множествоM называется индуктивным, ес‐
ли для любого линейно упорядоченного подмножестваN ⊂M ¹ существу‐
ет верхняя грань вM .

Элемент a частично упорядоченного множестваM называется макси‐
мальным, если из условий x ∈M и a � x следует, что x = a.

Следующее утверждение называется леммой Цорна.

Лемма 1. Любое непустое индуктивное частично упорядоченное мно‐
жество содержит по крайней мере один максимальный элемент.

Определение 1.1.3. Строгое линейное упорядочение≺намоноидеM на‐
зывается допустимым, если выполняются следующие свойства:

1. Если ν1 ≺ ν2, то для любого ν ∈ M выполняется соотношение
ν · ν1 ≺ ν · ν2.

2. В любом непустом подмножестве M0 ⊂ M всегда существует
наименьший элемент ν0 ∈M0:

∀ ν ∈M0 ν0 ≺ ν или ν0 = ν.

¹Включение множеств⊂ не предполагается строгим. Для строгого включения исполь‐
зуется обозначение⊊.
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Отношение ν ≺ µ будем записывать также как µ � ν.

Определение 1.1.4. Транзитивное отношение� на моноидеM называ‐
ется допустимым предупорядочением, а отношение �— допустимым
предпорядком, если выполняются следующие свойства:

1. Для любых элементов ν1, ν2 ∈ M выполняется хотя бы одно из
соотношений: ν1 � ν2 или ν2 � ν1.

2. Если ν1 � ν2, то для любого ν ∈ M выполняется соотношение
ν · ν1 � ν · ν2.

3. В любом непустом подмножестве M0 ⊂ M всегда существует
наименьший элемент ν0 ∈M0:

∀ ν ∈M0 ν0 � ν.

Отношение ν � µ будем записывать также как ν � µ. Если одновре‐
менно выполняются соотношения ν � µ и µ � ν, то будем писать, что
ν ≡⪯ µ или, эквивалентно, µ ≡⪯ ν. Если из условия ν ≡⪯ µ следует, что
ν = µ, то будем говорить, что допустимый предпорядок � соответ‐
ствует допустимому порядку≺.

Поэтому, если существует допустимый предпорядок, соответствующий
допустимому порядку≺, то он определяется так

ν � µ ⇔ ν ≺ µ или ν = µ.

Пусть задан допустимый порядок� на моноиде термов T 〈X〉. Тогда, в
частности, линейно упорядочено само множествоX . Для множестваX =
{x1, . . . , xn} без ограничения общности будем считать, что x1 � x2 �
. . . � xn. Докажем, что единица является наименьшим элементом этого
моноида.

Лемма 2. Пусть � — допустимый порядок на моноиде термов T 〈X〉.
Тогда для всех x ∈ X, x 6= 1 выполняются соотношения x � 1.
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Доказательство. Пусть это не так. Тогда согласно линейности порядка�
для некоторого x ∈ T 〈X〉 выполняется соотношение 1 � x. Умножив ле‐
вую и правую части соотношения на терм x, получим, в силу свойства 1
определения 1.1.3, соотношение x � x2. Следовательно, 1 � x � x2.
Повторяя эту процедуру умножения, получим бесконечную цепочку нера‐
венств

1 � x � x2 . . . � xn � xn+1 � . . . ,

не имеющую минимального элемента, что противоречит свойству 2 опре‐
деления 1.1.3 порядка�.

Теорема 1. Пусть порядок � на моноиде термов T 〈X〉 удовлетворяет
условию 1 определения 1.1.3. Тогда условие 2 этого определения эквива‐
лентно следующему:

2′. ∀x ∈ X выполняется неравенство x � 1.

Доказательство. Выполнение условия 2′ для допустимого порядка уста‐
новлено в лемме 2.

Докажем теперь, что из условий 1 и 2′ следует условие 2 определения
1.1.3.

Заметим, что из свойств 1 и 2′ и свойства транзитивности следует, что
для любого терма ν ∈ T 〈X〉 выполняется соотношение ν � 1.

Пусть N — произвольное непустое множество термов. Требуется до‐
казать, что в этом множестве существует наименьший элемент. Согласно
следствию 8 теоремы Гильберта о базисе (заметим, что для доказатель‐
ства теоремы Гильберта не используется доказываемая здесь теорема 1),
в множествеN существует конечное подмножествоN0 такое, что каждый
элемент x ∈ N делится на некоторый элемент множества N0, а следова‐
тельно, согласно условию 1 определения 1.1.3 и неравенству ν � 1 для
всех термов ν, каждый элемент множества N не меньше, чем некоторый
элемент его подмножества N0. Поэтому наименьший элемент конечного
множестваN0 и будет наименьшим элементом множестваN .

Формула (10.6) из приложения, сопоставляющая термуXω его степень
ω, определяет изоморфизм между моноидом термов T 〈X〉, где X =
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{x1, . . . , xn}, и моноидом Zn
+ целочисленных векторов с неотрицатель‐

ными координатами. Поэтому порядок на множестве термов задает по‐
рядок на соответствующем аддитивном моноиде Zn

+. Свойство 1 допусти‐
мого порядка определения 1.1.3 на аддитивном моноиде переформули‐
руются так:

1. Пусть α, β ∈ Zn
+. Если α � β, то для любого вектора γ ∈ Zn

+ выпол‐
няется соотношение γ + α � γ + β.

Примеры допустимых порядков на множестве векторов из Zn
+.

1. Лексикографический порядок.² Для α, β ∈ Zn
+ будем считать, что

α � β, если α 6= β и при некотором 1 ≤ i0 ≤ n

• αi0 > βi0 ,

• αi = βi при любом 1 ≤ i < i0.

2. Лексикографическийпорядокв градуированноммоноиде. Градуируем

моноид Zn
+ =

∞⋃
i=0

Mi, полагая

Mi = {α ∈ Zn
+|α1 + . . .+ αn = i}.

При i > j будем считать, что всякий элемент множества Mi боль‐
ше любого элементамножестваMj . Порядок внутриMi зададим как
лексикографический порядок.

3. Обратный лексикографический порядок в градуированном моно‐

иде. Градуируем моноид Zn
+ =

∞⋃
i=0

Mi как выше. При i > j будем

считать, что всякий элемент множестваMi больше любого элемента
множестваMj . Порядок внутриMi зададим как обратный лексико‐
графический, т. е. для элементовα, β ∈Mi будем считать, чтоα � β,
если α 6= β и при некотором 1 ≤ i0 ≤ n

²Данное определение применимо также кMn для любого линейно упорядоченного
множества M . В результате получаем лексикографическое линейное упорядоченние на
Mn.
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• αi0 ≺ βi0 ,

• αi = βi при любом i > i0.

Легко проверить, что приведенные выше отношения задают допусти‐
мые порядки на моноиде Zn

+.
На каждом моноиде Zn

+ существует бесконечно много допустимых по‐
рядков. Нижеопределяется бесконечное семейство допустимых порядков
на полугруппе неотрицательных целочисленных векторов.

Определение 1.1.5. ПустьA—Q‐матрица размера n×k и ранга n, в ко‐
торойпервыйненулевой элементлюбой строкиположителен.Определим
порядок�A намоноидеZn

+. Для элементовα, β этогомоноида положим

α �A β ⇐⇒ αA � βA,

где�— лексикографический порядок на множествеQk.

Теорема 2. Пусть A— Q‐матрица размера n × k и ранга n, в которой
первый ненулевой элемент любой строки положителен. Тогда отноше‐
ние�A является допустимым порядком на моноиде Zn

+.

Доказательство. Проверимвыполнение свойств определения1.1.3. Свойство
линейности следует из инъективности отображения

A : Zn
+ → Qk.

Докажемпервое свойстводопустимогопорядка.Действительно, xA �
yA⇒ ∀z (x+ z)A � (y + z)A, поскольку xA− yA = (x+ z)A− (y + z)A.
Следовательно, x �A y ⇒ ∀z x+ z �A y + z.

Чтобы проверить второе свойство, согласно теореме 1 достаточно убе‐
диться, что ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) �A (0, . . . , 0). Иными словами доста‐
точно проверить выполнение неравенства eiA � 0. Выполним умножение

eiA = (ai,1, . . . , ai,k).

Неравенство теперь следует из положительности первого ненулевого эле‐
мента i‐ой строки.
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1.2 Теорема Роббиано

Доказанная в данном разделе теорема, известная как теорема Роббиано
[Rob85], переоткрывает результаты [Riq10], [Kol73], [Gio52], и [МИ53], а так‐
же обобщает и уточняет теорему 2.

Вначале сделаемнесколько замечаний кобозначениям теоремы.Напомним,
что поле R можно рассматривать как бесконечномерное векторное про‐
странство надполемрациональных чисел. Для любого вещественного век‐
тора v ∈ Rn и любого Q‐подпространства V в Qn скалярное произведе‐
ние вектора v на векторы из пространства V определяет линейное над Q
отображение v : V → R. Образ V при таком отображении будем обо‐
значать через V · v. Поскольку векторное Q ‐пространство Qn имеет ко‐
нечную размерность n, то и образ его подпространства V при линейном
отображении v является конечномерным векторным пространством над
Q. Вещественное замыкание векторного Q‐пространства V ⊂ Rn опре‐
деляется как векторное R‐пространство, порожденное элементами V ⊂
Rn. Как множество вещественное замыкание V совпадает с топологиче‐
ским замыканием множества V в векторном пространстве Rn с топологи‐
ей, определяемой, например, евклидовой метрикой.

В формулировке теоремы используется понятие модуля над кольцом
целых чисел. Соответствующие определения приведены в разделе 2.1.

Определение 1.2.1. Линейный порядок> наZ‐модулеM называется со‐
гласованным, если

• ∀x, y, z ∈M (x > y ⇒ x+ z > y + z),

• ∀x ∈M (x > 0 ⇒ 0 > −x).

Для каждого натурального числа n определим подмножество Mn в
множестве всех вещественных матриц с n строками. Вещественная n× k‐
матрица A принадлежит множествуMn тогда и только тогда, когда

1. k ≤ n;³

³Отметим, что в определении 1.1.5 предполагается, что n ≤ k и рассматриваются мат‐
рицы над рациональными числами, а здесь над вещественными числами.



20 ГЛАВА 1. УПОРЯДОЧЕННЫЕ МНОЖЕСТВА

2. для всех j = 1, . . . , k вектор‐столбец aj матрицы A принадлежит
замыканию в Rn подпространства

Vj = {v ∈ Qn | v · al = 0, l = 1, . . . , j − 1}⁴

3. aj · aj = 1 для всех j = 1, . . . , k.

4. пусть dj = dimQ(Vj · aj), тогда выполняется соотношение

d1 + . . .+ dk = n.

Пусть �— лексикографический порядок на множестве векторов в Rk.
Сопоставим матрицеA ∈ Mn размера n× k порядок�A на Z‐модулеQn

формулой
α �A β ⇐⇒ αA � βA. (1.1)

Прокомментируем условия 2 и 4 на элементы множестваMn.
Поскольку R являетсяQ‐модулем, а линейное отображение A : Qn →

Rk, заданное формулой A(v) = (v · a1, . . . , v · ak), гомоморфизмом Q‐
модулей⁵, то условие 4 означает невырожденность Q‐линейного отобра‐
жения A: rankQA = n.

Условие 2 проиллюстрируем примером. Пусть a =
(√

1
3
,
√

2
3

)
∈ R2.

Тогда для любого b = (α, β) ∈ Q2 всегда a · b 6= 0, т.е. ортогональное до‐
полнение вектора a в Q2 нулевое, а ортогональное дополнение в R2 од‐
номерно надR. Легко проверить, что 2× 1 матрица со столбцом at задает
согласованный порядок наQ2.

Из свойства 4 множестваMn следует, линейность порядка�A для лю‐
бой матрицы A ∈ Mn , а из формулы (1.1) его согласованность на Z‐
модулеQn.

Следующая теорема позволяет однозначно представлять согласован‐
ные порядки на Z‐модулях матрицами из множествMn.

⁴V1 = Qn, поскольку множество соотношений, определяющих это множество, пусто.
⁵см.раздел 2.1
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Теорема 3. ПустьMn — определенное выше множество матриц, аOn

—множество линейных согласованных порядков на Z‐модуле Qn. Тогда
отображение φ : Mn → On, заданное формулой

A 7→�A,

определяет взаимно однозначное соответствие между множествами
Mn иOn.

Для доказательства теоремы 3 потребуются следующие леммы.

Лемма 3. Для любого согласованного линейного порядка≺ на Z‐модуле
Qn, для любого элемента x ∈ Qn и любого элемента α ∈ Q выполняют‐
ся свойства

1. x � 0, α > 0 ⇒ αx � 0.

2. x � 0, α < 0 ⇒ αx ≺ 0.

3. x ≺ 0, α > 0 ⇒ αx ≺ 0.

4. x ≺ 0, α < 0 ⇒ αx � 0.

5. x � 0, y � 0 ⇒ x+ y � 0.

6. x ≺ 0, y ≺ 0 ⇒ x+ y ≺ 0.

7. x � 0, y � 0, 0 < α < 1 ⇒ αx+ (1− α)y � 0.

Доказательство. Свойство 1 выполняется для всех α ∈ Z | α > 0. Пусть

теперь m ∈ Z | m > 0 и для некоторого x � 0 выполнено
1

m
· x � 0.

Тогда − 1

m
· x � 0 и, согласно уже доказанному, −x = m

(
− 1

m
· x
)

� 0.

Полученное противоречие показывает, что
1

m
· x � 0. Представляя α > 0

в виде отношения
n

m
, где n,m > 0, получаем свойство 1.

Свойства 2—4 следуют из свойства 1 и свойства согласованности умно‐
жения на−1.
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Свойства 5 и 6 следуют из транзитивности и согласованности порядка
со структурой Z‐модуля.

Свойство 7 является следствием свойств 1 и 5.

Заметим, что из леммы 3 следует, что отображение ограничения ψ :
On → O(Zn), где O(Zn) — множество линейных согласованных поряд‐
ков на Zn, является взаимно однозначным соответствием. В дальнейшем
множество всех линейных согласованных порядков на Zn будем обозна‐
чать также черезOn.

Лемма4. Длялюбого линейногопорядка≺наQn, согласованного со струк‐
туройZ‐модуля, и любого ненулевогоQ‐подпространства V ⊂ Qn мно‐
жество

V+ = {v ∈ V | v � 0}

является полупространством в V . Иными словами, существует един‐
ственный вектор a длины 1, находящийся в вещественном замыкании
R(V ) пространства V ⊂ Qn ⊂ Rn, для которого

V+ ⊂ {v ∈ V | v · a ≥ 0}.

Доказательство. Определим функцию sgn : R(V ) → {−1, 0, 1} форму‐
лой

sgn(x) =


−1, если ∃ε > 0 | ∀v ∈ V ∩ Uε(x) v ≺ 0
0, если ∀ε > 0∃v1, v2 ∈ V ∩ U ·

ε(x) | v1 ≺ 0 ∧ v2 � 0
1, если ∃ε > 0 | ∀v ∈ V ∩ Uε(x) v � 0,

где Uε(x)— ε‐окрестность точки x в пространстве Rn. Положим

H+ = sgn−1(1), V 0 = sgn−1(0), H− = sgn−1(−1).

Тогда R(V ) = H+ ∪ V 0 ∪H−. Докажем выпуклость множестваH+.
Пусть x, y ∈ H+ и точка z лежит на отрезке, соединяющем x и y, т.е.

при некотором 0 < α < 1 выполняется соотношение z = αx+ (1− α)y.
Согласно определению x, существует ε > 0, что для всех v ∈ Uε(x)∩ V

выполняется соотношение v � 0.
Выберем β ∈ Q, удовлетворяющее условиям
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1. 0 < β < 1,

2.

∣∣∣∣1− α

β

∣∣∣∣ < ε

4|x− y|
.

Положим x1 = x+

(
1− α

β

)
(y − x). Из условия 2 следует, что Uε/4(x1) ⊂

Uε(x). Поэтому
z = βx1 + (1− β)y,

где β ∈ Q и x1 ∈ H+.
Согласно определению x1 и y, существует такое δ > 0, что для всех

v ∈ Uδ(x1) ∩ V и всех u ∈ Uδ(y) ∩ V выполняются соотношения v � 0 и
u � 0.

Представим некоторый произвольно выбранный w ∈ Uδ/2(z) ∩ V в
виде суммы w = z + v0. Тогда |v0| < δ/2 и

z + v0 = β(x1 + v0) + (1− β)(y + v0),

причем x1 + v0 ∈ Uδ/2(x1) и y + v0 ∈ Uδ/2(y). Для любого v1 ∈ R(V )
выполнено соотношение

w = z + v0 = β(x1 + v0 + v1) + (1− β)

(
y + v0 −

β

1− β
· v1
)
.

Положим

γ = min{1, (1− β)/β} · δ
2
≤ δ

2
.

Поэтому существует v1 ∈ Uγ(0), что x1 + v0 + v1 ∈ V ∩ Uδ(x1). Поскольку
также w ∈ V и β ∈ Q, то и y + v0 − β

1−β
· v1 ∈ V , а в силу определения γ

выполняется y + v0 − β
1−β

· v1 ∈ Uδ(y). Следовательно, y + v0 − β
1−β

· v1 ∈
V ∩ Uδ(y). Тогда x2 = x1 + v0 + v1 � 0 и y2 = y + v0 − β

1−β
· v1 � 0

и, следовательно, по лемме 3, w = z + v0 = βx2 + (1 − β)y2 � 0, т.е.
множествоH+ выпукло.

Для доказательства выпуклости H− заметим, что это множество цен‐
трально симметричноH+.
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Докажем, что множество V 0 является гиперплоскостью в пространстве
R(V ), т.е. существует такой вектор v ∈ R(V ), что

V 0 = {x ∈ R(V ) | x · v = 0}.

Сначала докажем, что V 0 является подпространством в R(V ).
Заметим, что 0 ∈ V 0. Пусть x1, . . . , xk ∈ V 0 — ненулевые элементы и

z = a1x1 + . . . + akxk ∈ R(V ). Требуется доказать, что для любого ε > 0
существуют v1, v2 ∈ Uε(z) ∩ V такие, что v1 � 0, а v2 ≺ 0.

Итак, пусть заданы ε > 0 и z = a1x1 + . . .+ akxk ∈ R(V ). Без ограни‐
чения общности можно считать, что ai 6= 0, i = 1, . . . , k. Выберем такие
αi ∈ Q \ {0}, i = 1, . . . , k, что

|ai − αi| <
ε

4k|xi|
.

Формула корректна, поскольку xi 6= 0. Определим z′ = α1x1+ . . .+αkxk.
Согласно условию z′ ∈ Uε/4(z).

Положим εi =
ε

4kαi|xi|
, i = 1, . . . , k. По условию на xi и лемме 3

существуют такие x+i , x
−
i ∈ Uεi(xi) ∩ V, i = 1, . . . , k, что

• αix
+
i � 0,

• αix
−
i ≺ 0.

Тогда
z+ = α1x

+
1 + . . .+ αkx

+
k ∈ Uε(z) ∩ V

и
z− = α1x

−
1 + . . .+ αkx

−
k ∈ Uε(z) ∩ V

и, следовательно, по лемме 3 выполняются соотношения z+ � 0 и z− ≺ 0.
Поэтому, z ∈ V 0, т.е. V 0 является линейным подпространством в R(V ).

Выберем в пространстве V базис v1, . . . , vm. Поскольку эти векторы
ненулевые, то для каждого vi выполняется ровно одно из двух условий:
vi � 0 или vi ≺ 0. Положим

wi =

{
vi при vi � 0,

−vi при vi ≺ 0.
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Векторы wi также составляют базис. Рассмотрим отрезки li ⊂ Rn, соеди‐
няющие w1 и −wi для всех i = 2, . . . , n. Поскольку множества H+ и H−

согласно уже доказанному выпуклы, множества

Si = {α ∈ Q ∩ (0,+∞) | αw1 − (1− α)wi � 0}

являются сечениями в рациональных числах. Из соотношений w1 ∈ H+ и
−wi ∈ H− при i = 2, . . . ,m следует, что сечения Si определяют веще‐
ственные числа ai ∈ (0, 1). Определим независимые векторы zi = aiw1 −
(1 − ai)wi ∈ V 0 при i = 2, . . . ,m. Согласно уже доказанному линейная
оболочка над R этих векторов также содержится в пространстве V 0. Если
бы в V 0 содержался хотя бы еще один независимый вектор, то V 0 совпало
бы со всем пространством R(V ). В таком случае H+ = ∅. Но это не так.
Докажем, что w = w1 + . . .+ wm ∈ H+.

По определению векторов wi и согласно лемме 3 для всех элементов
h = (h1, . . . , hm) ∈ Qm в шаре радиуса 1/2 выполняются соотношения

(1 + h1)w1 + . . .+ (1 + hm)wm � 0.

Поэтому sgn(w) = 1 и, следовательно, w ∈ H+.
Поэтому V 0 является гиперплоскостью вR(V ), а гиперплоскость одно‐

значно с точностью до знака σ ∈ {1,−1} определяется вектором σb ∈
R(V ) длины 1

V 0 = {x ∈ R(V ) | x · b = 0}.
Гиперплоскость V 0 разбивает пространство R(V ) на три части: на два по‐
лупространства

V + = {x ∈ R(V ) | x · b > 0} и V − = {x ∈ R(V ) | x · b < 0}

и саму гиперплоскость V 0.
Поскольку множество H+ выпукло и не пересекается с V 0, оно лежит

в одном из двух полупространств V + или V −. Пусть это полупространство
V +. В этом случае полагаем a = b. Из равенства R(V ) = H+ ∪ V 0 ∪H− =
V + ∪ V 0 ∪ V − теперь следует, что H+ = V +. Аналогично, если выпол‐
нено соотношение H+ ⊂ V −, то полагаем a = −b и также выполняется
равенствоH+ = V −. В обоих случаях

H+ = {x ∈ R(V ) | x · a > 0} и V 0 = {x ∈ R(V ) | x · a = 0}.
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Поскольку выполняется соотношение V+ ∩H− = ∅, то

V+ ⊂ H+ ∪ V 0 = {v ∈ V | v · a ≥ 0}.

Доказательство теоремы 3. Докажем мономорфность отображения
φ : Mn → On.

Для каждой матрицы A ∈ Mn размера n × k определим последова‐
тельностьQ‐пространств

Qn = V0 ⊋ V1 ⊋ . . . ⊋ Vk = {0}

по индукции. Пусть Vi ⊂ Qn определено и i < k. Тогда скалярное произве‐
дение на вектор ai+1 определяетQ‐гомоморфизмφi+1 : Vi → R. Положим
Vi+1 = Vi ∩ ker(φi+1). Из свойства 2 определения 3 следует выполнение
соотношений

dimQ Vi+1 = dimQ Vi − dimQ φi+1(Vi) и Vi ⊋ Vi+1. (1.2)

Из свойства 4 определения 3 и соотношения (1.2) следует, что Vk = {0}.
ПустьматрицыA,B ∈ Mне равны. Рассмотримих первыене совпада‐

ющие столбцы ai 6= bi. В силу свойства 3 определения 3 возможныдва слу‐
чая: либо ai = −bi, либо эти столбцыне коллинеарны. В первом случаедля
любого ненулевого элемента v ∈ Vi−1 либо v �A 0 и v �B 0, либо v �B 0
и v �A 0, т.е. порядки�A и v �B различаются. Во втором случае рассмот‐
рим (i − 1)‐е члены последовательностей подпространств, соответствую‐
щих матрицам A и B. Согласно построению E = Vi−1 = Wi−1, а согласно
свойству 2 определения 3 ai, bi ∈ R(Vi). Рассмотрим полупространства
V +
i−1 = {v ∈ Vi−1 | v · ai > 0} и V +

i−1 = {w ∈ Wi−1 | w · bi > 0} пространства
E. Поскольку ai 6= bi выполняется соотношениеU = V +

i−1 \ (V +
i−1∩W+

i−1) 6=
∅. Выберем элемент v ∈ U . Тогда v �A 0 и v ≺B 0, т.е. порядки �A и �B

различаются. Следовательно, отображение φ мономорфно.
Теперь докажем эпиморфность отображения φ.
Для заданного порядка ≺∈ On построим по индукции ортонор‐

мальную последовательность векторов‐столбцов a1, . . . , ak ∈ Rn и Q‐
подпространств Qn = V0 ⊋ V1 ⊋ . . . ⊋ Vk = {0}, для которой
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dimQ Vi − dimQ φi+1(Vi) = dimQ Vi+1, где φi : Vi → R определяется ска‐
лярным умножением на вектор ai.

Начало индукции: m = 0. Выбираем пустую последовательность
векторов‐столбцов и пространствоQn = V0.

Шаг индукции. Пусть построены ортонормальная последовательность
векторов‐столбцов a1, . . . , am и последовательность Q‐подпространств
Qn ⊋ V1 ⊋ . . . ⊋ Vm. Если Vm = {0}, то m = k и построение завер‐
шено. Если Vm 6= {0}, то продолжим построение. Определим вектор am+1

длины 1 иQ‐подпространство Vm+1.
Рассмотрим множество H+

m+1 = {v ∈ Vm | v � 0}. Согласно лемме 4
существует единственный вектор am+1 ∈ R(Vm) длины 1, для которого

H+
m+1 ⊆ {v ∈ Vm | v · am+1 ≥ 0}.

Положим
Vm+1 = {v ∈ Vm | v · am+1 = 0}.

Очевидно, что dimQ Vm+1 = dimQ Vm − dimQ φm+1(Vi). Поскольку
dimQ Qn = n, то m ≤ n и процедура заканчивается не более чем
за n шагов. Итак, каждому упорядочению, согласованному со струк‐
турой Z‐модуля, однозначно сопоставляется последовательность векто‐
ров a1, . . . , ak. Из свойств векторов‐столбцов a1, . . . , ak и соотношений
dimQ Vm+1 = dimQ Vm−dimQ φm+1(Vi) следует, чтоn×k‐матрицаA, состо‐
ящая из этих столбцов, принадлежит множествуMn. Из построения также
следует, что�A=�.□

Для каждого натурального числа n определим подмножество M+
n в

множестве Mn. Матрица A ∈ Mn принадлежит множеству M+
n тогда и

только тогда, когда в каждой строке матрицы A имеется ненулевой эле‐
мент и первый ненулевой элемент строки положительный.

Обозначим через O+
n множество всех допустимых порядков на мно‐

жестве Zn
+. Из определения множестваM+

n и теоремы 2 следует, что для
матрицы A ∈ M+

n порядок �A всегда допустимый на множестве Zn
+, т.е.

�A∈ O+
n . Поэтому ограничениеφ : Mn → On наM+

n задает отображение
φ+ : M+

n → O+
n . Воспользовавшись теоремой 1, получаем

Следствие 1. Пусть M+
n — определенное выше множество матриц, а

O+
n —множество допустимых порядков наZn

+. Тогда отображение φ+ :
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M+
n → O+

n определяетвзаимно‐однозначное соответствиемеждумно‐
жествамиM+

n иO+
n .

Существенным недостатком следствия 1 является присутствие веще‐
ственных чисел в описании допустимых упорядочений на Zn

+. Следующая
теорема показывает, как описание порядка может быть сделано конеч‐
ным.

Теорема 4. Для любого допустимого порядка � на Zn
+ и любого m ∈ N

существуеттакаяQ‐матрицаA размераn×n, удовлетворяющая усло‐
виям теоремы 2, что допустимые порядки � и �A совпадают на всех
термах от n переменных степени не вышеm.

Доказательство. Термыбудеминтерпретировать здесь как элементыпро‐
странства Zn

+. Тогда степень терма v ∈ Zn
+ совпадает с нормой вектора

v в Zn, заданной суммой абсолютных величин компонентов вектора v.
Обозначим ее через |v|. Пусть допустимое упорядочение � задается ве‐
щественной n× k‐матрицей

B =

 α1,1 . . . α1,k

· · · · · · · · ·
αn,1 . . . αn,k

 ∈ M+
n

ранга k ≤ n. Тогда существует такое δ > 0, что любая δ‐аппроксимация
матрицы B также имеет ранг k.

Найдем такое приближение ai ∈ Qn i‐го столбца матрицы B, что для
любых v, w ∈ Zn

+ | |v| < m, |w| < m соотношения

α1,iv1 + . . .+ αn,ivn > α1,iw1 + . . .+ αn,iwn (1.3)

и
a1,iv1 + . . .+ an,ivn > a1,iw1 + . . .+ an,iwn (1.4)

эквивалентны.
Эквивалентные соотношения (1.3) и (1.4) перепишем в виде

α1,i(v1 − w1) + . . .+ αn,i(vn − wn) > 0 (1.5)
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и
a1,i(v1 − w1) + . . .+ an,i(vn − wn) > 0. (1.6)

Поскольку множествоM разностей v − w ∈ Zn, для которых |v| < m
и |w| < m и выполнено соотношение (1.5), конечно, то существует такое
δi > 0, что

α1,i(v1 − w1) + . . .+ αn,i(vn − wn) > δi > 0 (1.7)

для всех v − w ∈M .
Чтобы неравенства (1.5) и (1.6) были эквивалентны наM достаточно,

чтобы наM выполнялось неравенство

|(α1,i − a1,i)(v1 − w1) + . . .+ (αn,i − an,i)(vn − wn)| < δi/2. (1.8)

Поскольку для всех v − w ∈ M выполнено неравенство |v − w| < 2m,
то

|(α1,i − a1,i)(v1 − w1) + . . .+ (αn,i − an,i)(vn − wn)| <
2|α1,i − a1,i|m+ . . .+ |αn,i − an,i|m =
2(|α1,i − a1,i|+ . . .+ |αn,i − an,i|)m.

(1.9)

Выбирая теперь аппроксимацию только ненулевых компонент матри‐
цы B рациональными числами aj,i с погрешностью, не превосходящей

min
{

δi
2mn

, δ

}
, получаем, что неравенства (1.3) и (1.4) эквивалентны на

M , а полученная матрица A удовлетворяет условиям теоремы 2.
Если k < n, то добавим к полученным столбцам n − k рациональных

столбцов так, чтобы получилась невырожденная матрица. Если n = k, вы‐
берем такую аппроксимацию, чтобы матрица A оставалась невырожден‐
ной.

Отметим, что матрица A в общем случае не принадлежит множеству
M+

n .

Следствие 2. Для любого допустимого порядка � и любого m ∈ N су‐
ществует такая Q‐матрица A размера n × n, состоящая из неотри‐
цательных элементов, что допустимые порядки� и�A совпадают на
всех термах степени не вышеm.
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Доказательство. Согласно теореме 4 существует такая невырожденная
Q‐матрица A размера n × n, в которой первый ненулевой элемент каж‐
дой строки положителен, а допустимыепорядки�и�A совпадают на всех
термах степени не вышеm. Теперь прибавим ко всем столбцам этой мат‐
рицы такое кратное первого столбца, состоящего из неотрицательных эле‐
ментов, чтобы в полученной матрице строки, соответствующие положи‐
тельнымэлементампервого столбца, сталибыположительными.Полученная
матрица будет определять тот же порядок, а первый ненулевой элемент
каждой строки останется положительным. Теперь второй столбец полу‐
ченной матрицы состоит из неотрицательных элементов. Прибавим его
кратные к столбцам матрицы, начиная с третьего столбца, чтобы получить
положительные строки, соответствующие положительным элементам это‐
го столбца. Повторяя эту процедуру для всех столбцов, получим матрицу
из неотрицательных элементов, задающую тот же порядок, что и исходная
матрица A.

Рассмотрим теперь допустимое упорядочение �A, заданное неотри‐
цательной рациональной n× n‐матрицей A. Пусть v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn.
Положим

ωi(v) =
n∑

k=1

vkak,i, i = 1, . . . , n.

Согласно определению упорядочения�A для любых v, w ∈ Zn
+

v �A w ⇔ (∃1 ≤ k ≤ n | ωk(v) > ωk(w) ∧ (∀i < k ωi(v) = ωi(w))). (1.10)

Представим рациональные компоненты матрицыA в виде отношений
взаимно простых неотрицательных целых чисел

ai,j =
mi,j

ni,j

, i, j = 1, . . . , n.

Положим N = max{mi,j,НОК(ni,j) | i, j = 1, . . . , n}. Для произвольно‐
го рационального B > 1 определим рациональную линейную формуWB

формулой

WB(v) =
1

N

n∑
i=1

Nωi(v) ·Bn−i =
n∑

i=1

ωi(v) ·Bn−i. (1.11)
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По определениюN для всех i = 1, . . . , n и всех таких v ∈ Zn, что ωi(v) 6=
0, выполняется соотношениеN |ωi(v)| ≥ 1. Фиксируем натуральное число
M . Тогда для любого v ∈ Zn, удовлетворяющего неравенству

|v| = |v1|+ . . .+ |vn| < M,

для всех i = 1, . . . , n выполняются неравенства |ωi(v)| < nNM . Пусть
теперьB = nN2M +2. Докажем, что для всех v, w, таких, что |v| < M/2 и
|w| < M/2, соотношения v �A w иWB(v) > WB(w) эквивалентны.

Фиксируем пару v � w, что |v| < M/2 и |w| < M/2. Выберем такое
число k, что ωi(v − w) = 0 при всех i < k и ωk(v − w) 6= 0. Соотношение
WB(v − w) > 0 в этом случае эквивалентно соотношению

ωk(v − w) > −
n∑

i=k+1

ωi(v − w)Bk−i.

Теперь для доказательства эквивалентности соотношений ωk(v − w) > 0
иWB(v − w) > 0 согласно формуле (1.10) достаточно проверить, что при
|v| < M/2 и |w| < M/2 всегда

|ωk(v − w)| >

∣∣∣∣∣
n∑

i=k+1

ωi(v − w)Bk−i

∣∣∣∣∣ .
Ввиду неравенств N |ωk(v − w)| ≥ 1 и |ωi(v − w)| < nNM , достаточно
доказать, что

1

N
> nNM

∞∑
i=k+1

Bk−i > nNM
n∑

i=k+1

Bk−i.

Последние неравенства следуют из определения числаB.
Таким образом, получено

Следствие 3. Для любого допустимого порядка �A, определяемого ра‐
циональной матрицей A, существует такая рациональная формаWB,
что при |v| < M и |w| < M соотношения v �A w и WB(v) > WB(w)
эквивалентны.
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Переформулируем последнее утверждение применительно к термам.
В силу изоморфизма моноида термов T 〈X〉 и моноидаZn

+ можно считать,
что формаWB определена на термах.

Следствие 4. Пусть рациональная матрица A определяет допустимый
порядок �A на множестве термов T 〈X〉 и N — максимум числителей
и наименьшего общего кратного знаменателей несократимого пред‐
ставления рациональных коэффициентов матрицы A в виде отноше‐
ния натуральных чисел. Тогда при B = nN2M соотношения v �A w и
WB(v) > WB(w) эквивалентны на множестве термов степени не вы‐
шеM .

1.3 Стандартные обозначения

В последующих разделах будут использованы следующие обозначения.
ПустьX = {x1, . . . , xn}— множество переменных, A— коммутатив‐

ное кольцо с 1 и�— допустимый порядок на T 〈X〉.
Упорядочим множество термов многочлена p ∈ A[X] относительно

порядка�
Tp〈X〉 = {t1, . . . , tk},

где t1 � t2 . . . � tk. В этом случае будем применять запись Tp〈X〉 =
[t1, . . . , tk]. Тогда формулу (10.5) можно записать как

p = p(X) =
k∑

i=1

aiti. (1.12)

В дальнейшем будем использовать следующие обозначения и названия

• HС(p) = a1 — старший коэффициент многочлена p,

• HT(p) = t1 — старший терм многочлена p,

• HM(p) = a1t1 — старший моном многочлена p.

Если F подмножество в кольце многочленовA[X], то определим мно‐
жества его старших термов и старших мономов формулами

HT(F ) = {HT(f) | f ∈ F} и HM(F ) = {HM(f) | f ∈ F} .



Глава 2

Нетеровы кольца и модули

Вдальнейшем, если не оговорено противное, будемрассматривать только
коммутативные кольца с 1.

2.1 Модули. Идеалы

Определение 2.1.1. Абелева группаM называетсямодулемнад кольцом
A, или A‐модулем, если определена операция умножения A ×M → M ,
удовлетворяющая условиям:

• Для любого a ∈ A и любыхm1,m2 ∈M выполняется равенство

a(m1 +m2) = am1 + am2,

• Для любых a, b ∈ A и любогоm ∈M выполняется равенство

(a+ b)m = am+ bm,

• Для любых a, b ∈ A и любогоm ∈M выполняется равенство

(ab)m = a(bm),

• 1 ·m = m ∀m ∈M .

33
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ПодмодулеммодуляM называется любая его подгруппа, замкнутая от‐
носительно умножения на элементы кольца A.

Определение 2.1.2. Подмножество N модуля M над кольцом A назы‐
вается системой образующих (базисом) модуля, если любой элемент
m0 ∈M представим в виде суммы

m0 =
∑
m∈N

amm, am ∈ A,

содержащей конечное число ненулевых слагаемых.МодульM называет‐
ся конечно порожденным, если существует конечная система его обра‐
зующих.

Отметим, что в определении базиса модуля, в отличие от базиса век‐
торного пространства, не требуется независимости элементов.

Примеры.

1 Векторное пространство Qn размерности n является модулем над
полем рациональных чисел. Систему образующих этого модуля со‐
ставляют векторы {ei | i = 1, . . . , n}, где ei = (δ1,i, . . . , δn,i), а δi,j —
символ Кронекера

δi,j =

{
1 при i = j,
0 при i 6= j.

2 Аддитивная группа рациональных чисел является Z‐модулем. Базис
этого модуля составляет, например, множество

M =

{
1

pn

∣∣∣∣ p ∈ P, n ∈ N
}
,

где P—множество простых чисел.

3 Кольцо вычетов по модулю n является Z‐модулем с единицей в ка‐
честве образующей.
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4 Любая абелева группаA являетсяZ‐модулем. Операция умножения
a ∈ A на целое число n задается формулой:

n · a =


a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n слагаемых

при n > 0,

0 при n = 0,
−a− . . .− a︸ ︷︷ ︸

−n слагаемых

при n < 0.

В частности, любое кольцо или поле является Z‐модулем.

КольцоA, рассматриваемое как аддитивная группа (относительно опе‐
рации сложения в этом кольце) с операцией умножения на элементы изA,
представляет собой A‐модуль. Такой A‐модуль будем называть модулем,
соответствующим кольцу A.

Определение 2.1.3. Подмодуль модуля, соответствующего кольцу A,
называется идеалом этого кольца. Идеал, имеющий одноэлементный
базис, называется главным. Главный идеал I кольца A с образующим a
обозначается через (a), т.е. I = (a).

Определение 2.1.4. Ядром гомоморфизма колец

φ : A→ B,

называется прообраз нуля, обозначаемый kerφ.

Лемма 5. Пусть φ : A → B — гомоморфизм колец. Тогда kerφ— идеал
кольца A.

Доказательство. Следует непосредственно из определений 2.1.4, 2.1.3
и определения гомоморфизма.

Примеры.

1 Нулевой идеал — I = (0).

2 Единичный идеал — I = (1) = A.
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3 Пусть n ∈ Z. Тогда идеал (n) ⊂ Z состоит из целых чисел, делящихся
на n.

4 Пустьa1, . . . , an ∈ A—конечныйнабор элементов кольца. Подмножество
кольца A, состоящее из всех элементов вида

n∑
i=1

αiai,

где αi —произвольные элементы кольцаA, является идеалом коль‐
ца A и обозначается через (a1, . . . , an).

5 Пусть A0 ⊂ A. Подмножество кольца A, состоящее из всех элемен‐
тов вида ∑

a∈A0

αaa,

где αi —произвольные элементы кольцаA и только конечное число
элементов αa не равно нулю, является идеалом кольца A и обозна‐
чается через (A0). Элементы множестваA0 называются образующи‐
ми этого идеала.

Определение 2.1.5. Кольцо A называется кольцом главных идеалов, ес‐
ли любой идеал этого кольца главный.

Теорема 5. Кольцо целых чисел Z является кольцом главных идеалов.

Доказательство. Нулевой идеал, очевидно, является главным. Пусть I
ненулевой идеал кольца целых чисел. Согласно определению идеала, ес‐
ли x ∈ I , то и−x = (−1)x ∈ I . Если x 6= 0, то одно из чисел x или−x поло‐
жительно. Рассмотрим множество всех положительных элементов идеала
I . Поскольку это множество содержится в множестве натуральных чисел,
оно содержит наименьший элемент x0 6= 0. Проверим, что этот элемент
является образующим идеала I .

Пусть это не так, т.е. I 6= I0 = {kx0 | k ∈ Z}. Следовательно существует
элемент x ∈ I , не делящийся на x0. Выполним деление с остатком

x = qx0 + d, где 0 < d < x0.
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Тогда d—положительный элемент идеала, меньший элемента x0, что про‐
тиворечит определению элемента x0.

Аналогично доказывается

Теорема 6. Кольцо многочленовK[x] от одной переменной над полемK
является кольцом главных идеалов.

Пример.Идеал (x2, 2x) кольца многочленовZ[x] не является главным.
Поэтому условие, что коэффициенты кольца многочленов лежат в по‐

ле, в данной теореме существенно.

Теорема 7. (О конечно порожденныхмодулях)ПустьA—коммутатив‐
ное кольцо, аM — A‐модуль. Следующие условия эквивалентны:

1. Всякий подмодуль вM конечно порожден.

2. Всякая возрастающая цепочка подмодулей вM конечна.

3. Всякое непустое множество подмодулей в M имеет максималь‐
ный относительно отношения включения элемент.

Доказательство. 1 ⇒ 2. Пусть

M1 ⊂M2 ⊂M3 ⊂ . . .

—бесконечная возрастающаяцепочкаподмодулей.ПоложимM0 =
∞⋃
i=1

Mi.

Очевидно,M0 является подмодулем модуляM . Поскольку согласно пред‐
положению о модуле M все его подмодули Mi конечно порождены, в
них существуют конечные системы образующих Ni ⊂ Mi. Положим N0 =
∞⋃
i=1

Ni. Тогда N0 — система образующих модуляM0. Множество N0 не бо‐

лее чемсчетно, поэтомуможноперенумеровать его элементы:N0 = {β1, . . .}.
Согласно предположению, в A‐модулеM0 имеется конечная система об‐
разующих N = {α1, . . . , αk}. Поскольку A‐модульM0 порожден множе‐
ством N0, каждый элемент множества N можно представить в виде ко‐
нечной суммы вида:

αi =

ki∑
j=1

ai,jβj, ai,j ∈ A.
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Положим s = max
i=1, ...,k

ki. Тогда {β1, . . . , βs} ⊆ N0 — конечная система об‐

разующих вM0. Поэтому при некоторомm > 0 верно

{β1, . . . , βs} ⊆
m⋃
i=1

Ni.

Следовательно,M0 ⊂ Mm и, значит, по определению модуляM0, выпол‐
няется равенствоM0 =Mm, и, следовательно, при всех i ≥ m выполняют‐
ся равенстваMi =Mi+1, что противоречит предположению о бесконечно‐
сти возрастающей цепочки подмодулей.

2 ⇒ 3. Пусть M — некоторое непустое множество подмодулей вM ,
не имеющеемаксимального элемента. ПосколькуM не пусто, в нем суще‐
ствует хотя бы один элемент, например,M1 ∈ M. Положим S1 = {M1}.
Предположим, что для некоторого n построена строго возрастающая це‐
почка Sn

M1 ⊂ . . . ⊂Mn, Mi ∈ M ∀i = 1, . . . n.

Поскольку в множестве M не существует максимального относительно
включения элемента, существует модульMn+1 ∈ M, строго содержащий
модульMn. Таким образом, определена цепочка Sn+1

M1 ⊂ . . . ⊂Mn+1, Mi ∈ M ∀i = 1, . . . n+ 1,

причем Mi 6= Mj при i 6= j и т.д. Поэтому имеется бесконечная строго
возрастающая цепочка подмодулей модуляM вопреки условию 2.

3 ⇒ 1. ПустьM0 —некоторый подмодуль модуляM и S —множество
всех его конечных подмножеств. Обозначим черезMS подмодуль, порож‐
денный образующими S ∈ S. ПоложимM = {MS | S ∈ S}. Тогда соглас‐
но условию 3 вM существует максимальный элемент. Предположим, что
этоMS0 . ТогдаMS0 = M0. Действительно, если это не так, то существует
α ∈ M0 \MS0 . Положим S1 = S0 ∪ {α}. ТогдаMS1 строго включаетMS0 ,
что противоречит максимальности модуляMS0 . ПоэтомуMS0 = M0, и ко‐
нечное множество S0 является базисом подмодуляM0.

Определение 2.1.6. Модуль называется нетеровым, если всякий подмо‐
дуль в нем конечно порожден. Кольцо называется нетеровым, если мо‐
дуль, соответствующий этому кольцу, является нетеровым.
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Итак, кольцо A нетерово тогда и только тогда, когда каждый его идеал
имеет конечную систему образующих. В частности, кольцо главных идеа‐
лов нетерово. Следовательно, кольцо целых чисел Z нетерово.

Определение 2.1.7. Будем называть идеалm делителем идеала n, если
выполняется соотношение m ⊃ n. Если m ⊋ n, то будем называть m
собственным делителем идеала n.

Теорема 7 о конечно порожденных модулях может быть переформу‐
лирована так:

Теорема 8. ПустьA—нетерово кольцо. Тогда всякая неубывающая бес‐
конечная цепочка делителей

m1 ⊂ m2 ⊂ m3 ⊂ . . . ,

стабилизируется, т.е., начиная с некоторого n, выполняются равен‐
ства

mn = mn+1 = . . . .

Теорема 9. (Принцип индукции по делителям). Пусть E — предикат
на множестве идеалов нетерового кольца A, обладающий следующим
свойством

• ∀m0 (∀m ⊋ m0 E(m) = 1) ⇒ E(m0)

Тогда E(m) = 1 для всех идеаловm кольца A.

Доказательство. Для единичного идеала E(A) = 1, поскольку этот иде‐
ал не имеет собственных делителей.

Пусть теперь E(m0) = 0 для некоторого идеала m0 ⊊ A. Тогда в непу‐
стом множестве идеалов, для которых E(m) = 0, имеется максимальный
идеал m1. В силу его максимальности равенство E(m) = 1 выполняется
для всех его собственных делителей, а потому должно выполняться и для
самого идеалаm1. Следовательно,E(m) = 1для всех идеалов кольца.

Определение 2.1.8. Идеал p кольца A называется простым, если p 6= A
и из xy ∈ p следует, что либо x ∈ p, либо y ∈ p.
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Пусть I — идеал кольца A. Определим факторкольцо A/I следующим
образом. Введем отношение≡ на элементах кольца формулой

a ≡ b⇔ a− b ∈ I.

Очевидно, что≡ является отношениемэквивалентности. Класс эквивалент‐
ности элемента a будем обозначать через a+ I . Тогда

a ≡ b⇔ a+ I = b+ I.

Определим операции на классах эквивалентности формулами

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I. (2.1)

и
(a+ I)(b+ I) = ab+ I. (2.2)

Нетрудно убедиться, что операции сложения и умножения на классах эк‐
вивалентности определены корректно и множество классов эквивалент‐
ности с так определенными операциями является кольцом. Определим
отображение

π : A→ A/I (2.3)

формулой π(a) = a+ I . Это отображение является эпиморфизмом колец.
Для любого натурального n > 1 идеал I = (n) ⊂ Z определяет кольцо

Z/(n). Это кольцо называется кольцом вычетов по модулю n. Если n —
простое, то это кольцо является полем и обозначается Fn.

Пусть заданы вложение колецA ⊂ B иB0 —подмножество кольцаB.
Тогда определены множествоXB0 и эпиморфизм колец многочленов (см.
формулу ((10.8)) раздела 10.1)

φ : A[XB0 ] → A[B0].

Очевидно, выполнено

Предложение 1. Отображение

i : A[XB0 ]/ kerφ→ A[B0],

определенное формулой i(p+kerφ) = φ(p), задано корректно и являет‐
ся изоморфизмом.
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Элемент a кольцаA называется делителем нуля (кольцаA), если суще‐
ствует такой b ∈ A, что b 6= 0 и ab = 0. Коммутативное кольцо, не имеющее
делителей нуля, называется целостным. Легко проверить, что выполняет‐
ся следующее

Предложение 2. Идеал p целостного кольца A прост тогда и только
тогда, когда факторкольцо A/p не имеет делителей нуля.

Определение 2.1.9. Идеал I кольца A называется максимальным, если
A 6= I и не существует содержащего I идеала, отличного от A.

Предложение 3. Для максимального идеала I в коммутативном кольце
факторкольцо A/I является полем.

Доказательство. Пусть I — максимальный идеал. Очевидно, что нулем
и единицей факторкольца A/I являются различные элементы I и 1 + I
соответственно. Поэтому достаточно проверить существование обратных
элементов. Если для a + I не существует обратного элемента и a /∈ I , то
определимидеал J присоединением к базису идеала I элемента a . Идеал
J 6= I и I ⊂ J . Поэтому J = A, т.е. 1 ∈ J . Следовательно (согласно
определению 2.1.2 базиса идеала), существуют такие b ∈ A и c ∈ I , что
ab + c = 1. Тогда (a + I)(b + I) = 1 + I в факторкольце A/I , т.е. элемент
b+ I является обратным для a+ I .

Предложение 4. Для любого собственного идеала I кольца существует
содержащий его максимальный идеал.

Доказательство. Рассмотрим множество всех идеалов вA, содержащих
идеал I и отличных от кольцаA. Это множество не пусто, поскольку в него
входит идеал I 6= A, и индуктивно относительно порядка ⊂. Поэтому по
лемме Цорна это множество содержит максимальный элемент.

Предложение 5. Главный идеал (p) для неприводимого многочлена p ∈
k[x], где k— поле, является максимальным в кольце k[x].

Доказательство. Пусть главный идеал (p) некоторого неприводимого
многочлена p ∈ k[x] не является максимальным. Тогда существует содер‐
жащий его максимальный идеал I . Поскольку k[x]— кольцо главных иде‐
алов I = (q) 6= (p) для некоторого многочлена q ∈ k[x]. Следовательно,
p = qr для некоторого r ∈ k[x], что означает приводимость многочлена p.
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Из предложений 3 и 5 получаем

Следствие 5. Для любого неприводимого многочлена p ∈ k[x] фактор‐
кольцо k[x]/(p) является полем.

Пусть A— целостное кольцо. Тогда множество A∗ его ненулевых эле‐
ментов замкнуто относительно умножения в этом кольце. Легко прове‐
рить, что отношение∼ на множестве пар A× A∗, заданное формулой

(a, b) ∼ (c, d) ⇔ ad = bc,

является отношениемэквивалентности. Зададимоперации сложенияи умно‐
жения на множестве пар A× A∗ формулами

• (a, b) + (c, d) = (ad+ cb, bd),

• (a, b) · (c, d) = (ac, bd).

Легко проверить, что так определенные операции инвариантны относи‐
тельно отношения ∼. Поэтому определены операции на классах эквива‐
лентности, причем множество классов эквивалентности является полем
относительно введенных операций. Построенное поле называется полем
частных целостного кольца A.

Поле частных кольца многочленов от переменных x1, . . . , xn с коль‐
цом коэффициентов в поле k называется кольцом рациональных функций
от переменных x1, . . . , xn с кольцом коэффициентов в поле k и обознача‐
ется k(x1, . . . , xn).

2.2 Теорема о разложении идеалов

Определение 2.2.1. Частным идеала m кольца A и множества b ⊂ A
называется множество

m : b = {x ∈ A| xa ∈ m,для всех a ∈ b}.

Это множество, очевидно, является идеалом кольца A.
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Определение 2.2.2. Идеал, порожденный элементами объединения двух
идеалов, называется суммой этих идеалов, или наибольшим общим де‐
лителем этих идеалов. Для суммы идеаловm и n используют обозначе‐
ние (m, n). Если n = (a), то используют обозначение (m, a).

Пересечение двух идеалов также является идеалом и называется
наименьшим общим кратным этих идеалов. Для пересечения идеалов
m и n используют обозначение [m, n].

Идеал, порожденный попарными произведениями элементов идеа‐
ловm и n, называется произведением идеалов и обозначается черезmn.

Определение 2.2.3. Идеал, не представимый в виде пересечения двух
собственных делителей, называется неприводимым.

Теорема 10. В нетеровом кольце любой идеал представим в виде пере‐
сечения неприводимых идеалов.

Доказательство. Пусть E — утверждение о представимости идеалов в
виде пересечения неприводимых идеалов.

Поскольку единичныйидеал, совпадающийкакмножество с самимколь‐
цом, не имеет собственных делителей, то E выполняется для единичного
идеала.

Рассмотрим произвольный идеал m. Предположим, что E выполняет‐
ся для всех его собственных делителей. Докажем, что в этом случае E вы‐
полняется и для идеала m.

Если идеал неприводим, то он имеет тривиальное представление тре‐
буемого вида.

Если же идеал приводим, представим его как пересечение двух соб‐
ственных делителей

m = [m1,m2].

Согласно сделанному предположению, собственные делители представи‐
мы как пересечения неприводимых идеалов, т.е.

m1 = [m1,1, . . . ,mn,1]
m2 = [m1,2, . . . ,mk,2],

гдеmi,j —неприводимые идеалы. Тогда идеалm представим в виде пере‐
сечения неприводимых идеалов

m1 = [m1,m2] = [m1,1, . . . ,mn,1,m1,2, . . . ,mk,2].
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Следовательно, согласно принципу индукции по делителям (теорема 9)
каждый идеал представим в виде пересечения неприводимых идеалов.

Определение 2.2.4. Идеал q кольца A называется примарным, если для
любых x, y ∈ A из xy ∈ q следует, что либо x ∈ q, либо yα ∈ q при
некотором натуральном α.

Пример. Идеал p = (2, x) является простым в кольце Z[x], а идеал q =
(4, x) является примарным в кольце Z[x]. Единственным нетривиальным
(отличным от единицы) простым делителем идеала q является идеал p.
При этом p2 = pp = (4, 2x, x2) ⊊ q.

Предложение 6. Для каждого примарного идеала q ⊂ A существует
делящий его простой идеал p, определяемый формулой

p = {a ∈ A | ∃α ∈ N : aα ∈ q}.

Доказательство. Докажем, что данное множество действительно явля‐
ется идеалом. Еслиa ∈ p, то существует такоеα ∈ N, чтоaα ∈ q. Следовательно,
учитывая что q является идеалом, для любого b ∈ A выполнено (ab)α =
aαbα ∈ q. Поэтому ab ∈ p.

Если a, b ∈ p, то aα, bβ ∈ q при некоторых натуральных α, β и, следова‐
тельно, (a − b)α+β ∈ q, поскольку после раскрытия скобок каждое слага‐
емое содержит хотя бы один из сомножителей aα или bβ . Следовательно,
a− b ∈ p.

Докажем теперь, что этот идеал прост. Пусть

ab ∈ p и a /∈ p.

Тогда при некотором натуральном α

aαbα ∈ q и aα /∈ q.

Тогда по свойству примарности идеала q при некотором натуральном β
имеет место включение

bαβ ∈ q.
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Следовательно, согласно определению идеала p, верно включение

b ∈ p.

И, наконец, поскольку a1 ∈ q для любого элемента a ∈ q, согласно
определению идеала p выполняется включение q ⊂ p.

Определение 2.2.5. Идеал p, сопоставляемый в предложении 6 примар‐
ному идеалу q, называется простым идеалом, ассоциированным с при‐
марным идеалом q.

Условия ассоциированности простого и примарного идеалов приведе‐
ны в следующем предложении.

Предложение 7. Пусть для идеалов p и q выполняются свойства

1. Если ab ∈ q и a /∈ q, то b ∈ p.

2. q ⊂ p.

3. Если b ∈ p, то bα ∈ q для некоторого натурального α.

Тогда идеал q примарный, а p— ассоциированный с ним простой идеал.

Доказательство. Если ab ∈ q и a /∈ q, то из условий 1 и 3 следует, что
bα ∈ q при некотором натуральном α. Поэтому идеал q примарный.

Осталось проверить, что

p = {a ∈ A|aα ∈ q при некотором натуральном α}.

Согласно условию 3, если b ∈ p, то bα ∈ q для некоторого натурального α.
Поэтому достаточно проверить, что если bα ∈ q для некоторого натураль‐
ного α, то b ∈ p. Выберем минимальное α при котором bα ∈ q. Если α = 1,
то из условия 2 следует, что b ∈ p. Пусть теперь α > 1. Тогда bα−1b ∈ q и
bα−1 /∈ q и, следовательно, согласно условию 1 выполняется соотношение
b ∈ p.

Теорема 11. Неприводимый идеал нетерова кольца является примар‐
ным.
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Доказательство. Пусть некоторыйидеалmнеявляется примарным.Докажем,
что он приводим.

Поскольку идеалmне является примарным, существуют такие элемен‐
ты a, b ∈ A, что

ab ∈ m,
a /∈ m,
bα /∈ m для всех натуральных α.

Поскольку кольцо A нетерово, то в силу теоремы 8 цепочка делителей

m : {b} ⊂ m : {b2} ⊂ . . .

стабилизируется, т.е. при некотором k выполняется равенство m : {bk} =
m : {bk+1}. Докажем, что выполняется равенство

m = [(m, a), (m, bk)].

Достаточно проверить включение (m, a)∩(m, bk) ⊂ m. Пусть элемент c
находится в пересечении этих идеалов. Поскольку c ∈ (m, a) и c ∈ (m, bk),
то при некоторыхm,m′ ∈ m, и r, r′ ∈ A, выполняются соотношения

c = m+ rbk = m′ + r′a.

Тогда cb = m′b+r′ab ∈ m, поскольку ab ∈ m. Поэтому cb = mb+rbk+1 ∈ m.
Следовательно, rbk+1 ∈ m, и, согласно определению 2.2.1, r ∈ m : bk+1 =
m : bk. Поэтому rbk ∈ m и, следовательно, c = m + rbk ∈ m. Включение
доказано. Заметим, что делители (m, a) и (m, bk) являются собственными,
поскольку a /∈ m и bk /∈ m. Следовательно, идеал приводим.

Из теорем о представлении идеала в виде пересечения неприводимых
идеалов и примарности неприводимого идеала (теоремы 10, 11) следует

Теорема 12. (О разложении идеалов) Каждый идеал нетерова кольца
представим в виде пересечения конечного числа примарных идеалов.

Из такого представления

m = [q1, . . . , qr]
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можно исключить идеалы qi, содержащие пересечения⋂
k ̸=i

qk.

Полученное после таких исключений представление называется несокра‐
тимым.

Предложение 8. Для любого кольца выполняются следующие свойства:

1. Класс примарныхидеалов, ассоциированных с даннымпростымиде‐
алом, замкнут относительно конечных пересечений.

2. Несократимое пересечение примарных идеалов, не ассоциирован‐
ных с одним и тем же простым идеалом, не является примарным
идеалом.

Доказательство. 1. Воспользуемся критерием ассоциированности при‐
марного и простого идеала из предложения 7. Пусть

m = [q1, . . . , qr]

и все примарные идеалы qi ассоциированы с простым идеалом p. Пусть
ab ∈ mи a /∈ m. Тогда для всех i выполняются соотношения ab ∈ qi и a /∈ qk
при некотором k. Из ассоциированности идеалов qk и p и соотношения
a /∈ qk следует, что b ∈ p, т.е. для идеалов m и p выполняется свойство 1
предложения 7.

Поскольку свойство 2 предложения 7 выполняется для всех идеалов qi,
оно тем более выполняется и для их пересечения, т.е. для идеала m.

И, наконец, если b ∈ p, то при всех i и некоторых αi выполняются соот‐
ношения

bαi ∈ qi.

Поэтому при α = max
i
αi выполняется соотношение

bα ∈ qi для всех i

и, следовательно,
bα ∈ m.
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Утверждение 1 доказано.
Докажем теперь утверждение 2. Пусть имеется несократимое пересе‐

чение примарных идеалов

m = [q1, . . . , qr]. (2.4)

Если заменить группы идеалов, ассоциированных с одним и тем же про‐
стым идеалом, их пересечением, то в силу уже доказанного утверждения,
снова получим несократимое пересечение примарных идеалов, ассоции‐
рованных с различными простыми идеалами. Далее будем считать несо‐
кратимое пересечение (2.4) таким.

Рассмотрим теперь среди конечного множества простых идеалов pi,
ассоциированных с примарными идеалами qi из пересечения (2.4), мини‐
мальный, т.е. не содержащий ни один из остальных, идеал, например, p1.
Тогда существуют элементы

ai ∈ pi, i = 2, 3, . . . , r | ∀i ai /∈ p1.

Поэтому при достаточно большом α выполняются соотношения

aαi ∈ qi при i = 2, . . . , r.

Если бы q1 = m, то представление m = [q1, . . . , qr] было бы сократи‐
мым. Поэтому существует элемент q1 ∈ q1, не принадлежащий идеалу m.
Следовательно, произведение

q1(a2 . . . ar)
α

принадлежит идеалам q1, q2, . . . , qr и q1 /∈ m. Если идеал m был бы при‐
марным, то отсюда бы следовало, что

(a2 . . . ar)
αβ ∈ m

при некотором натуральном β. Поэтому из включений

m = [q1, . . . , qr] ⊂ q1 ⊂ p1

следует, что
(a2 . . . ar)

αβ ∈ p1.
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А ввиду простоты идеала p1, при некотором i = 2, . . . , r выполняется
соотношение ai ∈ p1, что противоречит выбору элементов ai при i =
2, . . . , r.

Из теоремы 12 и предложения 8 получаем в качестве следствия вторую
теорему Э. Ласкера о разложении примарными компонентами (см. [Lask]).

Теорема 13. Каждый идеал I нетерова кольца допускает несократи‐
мое представление в виде пересечения конечного множества примар‐
ных идеалов, ассоциированных с попарно различными простыми идеа‐
лами.

Примарные идеалы из теоремы 13 будем называть примарными ком‐
понентами идеала I . Заметим, что несократимое представление идеала
не единственно.

Пример. Идеал m = (x2, xy) ⊂ K[x, y] представим как несократимые
пересечения примарных компонент

m = [q1, q2]

и
m = [q1, q3],

где q1 = (x), q2 = (x2, xy, y2) и q3 = (x2, y).
Тем не менее справедлива

Теорема 14. Для любых двух несократимых представлений идеала m
наибольшими примарными компонентами количество компонент и на‐
боры ассоциированных простых идеалов совпадают.

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по минимально‐
му числу примарных компонент идеала m.

Для примарного идеала утверждение, очевидно, следует из предло‐
жения 8. Пусть теорема доказана для идеалов, минимальное несократи‐
мое представление которых имеет длину не более l − 1.

Пусть имеются два представления

m = [q1, . . . , ql1 ] = [q′1, . . . , q
′
l2
], (2.5)
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где l ≤ li при i = 1, 2. Из всех ассоциированных простых идеалов

p1, . . . , pl1 , p
′
1, . . . , p

′
l2

выберем максимальный. Без ограничения общности можно считать, что
это идеал p1. Докажем, что в таком случае p1 совпадает с одним из про‐
стых идеалов p′1, . . . , p

′
l2
. Поделим обе части равенства (2.5) на идеал q1.

Получим
[q1 : q1, . . . , ql1 : q1] = [q′1 : q1, . . . , q

′
l2
: q1].

Поскольку идеал p1 не ассоциирован ни с одним из идеалов

q2, . . . , ql1 , q
′
1, . . . , q

′
l2
,

выполняются равенства

qi : q1 = qi (i = 2, . . . , l1)
q′i : q1 = q′i (i = 1, . . . , l2)

и q1 : q1 = (1). Поэтому выполняется равенство

[q2, . . . , ql1 ] = [q′1, . . . , q
′
l2
],

т.е. представление
m = [q1, . . . , ql1 ]

не является несократимым. Следовательно, идеал p1 совпадает с одним
из идеалов p′1, . . . , p

′
l2
.

Без ограничения общности можно считать, что l = l1 ≤ l2 и p1 = p′1.
Разделим теперь обе части равенства (2.5) на идеал q1q

′
1. Получим непри‐

водимые представления

[q2, . . . , ql] = [q′2, . . . , q
′
l2
]

примарными компонентами некоторого идеала, причем длина первого
представления l − 1. Поэтому по предположению индукции для такого
идеала теорема выполняется, т.е. разложения [q2, . . . , ql] и [q′2, . . . , q

′
l2
]

совпадают. Следовательно, разложения [q1, . . . , ql1 ] и [q′1, . . . , q
′
l2
] идеа‐

ла m также совпадают.



Глава 3

Теоремы Гильберта

3.1 Теорема Гильберта о базисе

Следующая теорема известна как теорема Гильберта о базисе.

Теорема 15. Кольцо многочленов A[x] над нетеровым кольцом A нете‐
рово.

Доказательство. Пусть I — идеал в кольце многочленов A[x]. Найдем
конечный базис в этом идеале. Поскольку кольцоA нетерово, идеал J∞ ⊂
A, порожденный коэффициентами при старших термах многочленов из
I , имеет конечный базис {a1, . . . , am}. Для каждого элемента ai этого
базиса выберем такой многочлен qi(x) ∈ I , что коэффициент при его
старшем терме равен ai. Множество этих многочленов обозначим Q∞ =
{q1(x), . . . , qm(x)}. Пусть n — максимальная из степеней многочленов
{q1(x), . . . , qm(x)}. Тогда любой элемент p(x) ∈ I можно представить в
виде

p(x) =
m∑
i=1

ci(x)qi(x) + pn(x), ci(x) ∈ A[x],

где pn(x) ∈ I — многочлен степени, меньшей n. Действительно, пусть

p(x) =
k∑

i=0

bix
i, причем bk — ненулевой элемент кольца A. Если k < n,

51
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то утверждение очевидно. Пусть k ≥ n и bk =
m∑
i=1

αiai, где αi ∈ A (такое

представление возможно, поскольку bk ∈ J∞ лежит в идеале J∞, а мно‐
жество {a1, . . . , am} является базисом этого идеала). В таком случае

p(x) =
m∑
i=1

αiqi(x)x
k−ni + pk−1(x), (3.1)

где ni = deg qi(x), deg pk−1(x) < k и pk−1(x) ∈ I . Если deg pk−1(x) < n,
то получим искомое представление. В противном случае применим к pk−1

описанную выше процедуру (3.1) разложения многочлена p(x). Получим
pk−2 и либо найдем требуемое представление, либо снова повторим эту
процедуру. Поскольку на каждом шаге степень многочлена снижается не
менее чем на 1, то за конечное число шагов требуемое представление бу‐
дет найдено.

Чтобы завершить доказательство, осталось найти конечный базис для
разложения многочленов идеала I , степень которых не превосходит n−1.

Пусть Ik = {p ∈ I | deg(p) = k}, а Jk — идеал кольца A, порожден‐
ный коэффициентами при старших термах этих многочленов. Поскольку
кольцо A нетерово, в идеалах Jk существуют конечные базисы. Пусть
{a1,k, . . . , amk,k}—базис идеалаJk ипустьQk = {q1,k(x), . . . , qmk,k(x)}—
многочлены множества Ik, старшими коэффициентами которых являют‐
ся элементы множества {a1,k, . . . , amk,k} соответственно. Положим Q =⋃
k<n

Qk.

Поскольку степень многочлена pn(x) ∈ I меньше n, этот многочлен
можно представить в виде

pn(x) =
n−1∑
i=0

bix
i.

Старший коэффициент bk (k ≤ n − 1) многочлена pn(x) принадле‐
жит идеалу Jk и, следовательно, может быть выражен через элементы
{a1,k, . . . , amk,k}:

bk =

mk∑
i=1

βiai,k.
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Тогда многочлен

pn(x)−
mk∑
i=1

βiqi,k(x)

имеет степень меньше k и также лежит в идеале I . Поэтому, используя эту
процедуру не более чем n раз, получаем разложение многочлена

pn(x) =
n−1∑
k=0

mk∑
i=1

βiqi,k(x).

Следовательно, конечное множествоQ∞ ∪Q является базисом идеала I .

Следствие 6. Для нетерова кольца A кольцо многочленов A[x1, . . . , xn]
нетерово. В частности, кольцо многочленов над полем нетерово.

ОбозначимX = {x1, . . . , xn}.

Определение 3.1.1. Идеал I кольца многочленов A[x1, . . . , xn] называ‐
ется мономиальным, если для каждого многочлена

p(X) =
∑
ω∈Zn

+

aωX
ω ∈ I ⇒ ∀ω ∈ Zn

+, aωX
ω ∈ I.

Непосредственно из определения 3.1.1 получаем

Предложение 9. Идеал, порожденный произвольным множеством мо‐
номов, является мономиальным.

Следствие 7. В мономиальном идеале кольца многочленов над нетеро‐
вым кольцом существует конечный базис из мономов.

Доказательство. Если N — конечный базис мономиального идеала, то
множество всех мономов всех многочленов этого базиса конечно и, со‐
гласноопределениюмономиальногоидеала, лежит видеале. Следовательно,
является его конечным базисом.
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В произвольноммоноидеS можно определить отношение делимости.
Элемент x делит элемент y (записывают как x|y), если существует такой z,
что xz = y. Отношение делимости переносится на произвольные подмно‐
жестваM иN моноида S.

Определение3.1.2. ПустьM иN подмножествамоноидаS.Множество
M делит множество N , если для любого n ∈ N существует такой
m ∈M , чтоm|n.

Следствие 8. ПустьX—конечноемножество переменных. В любомбес‐
конечноммножестветермовM ⊂ T 〈X〉 существует конечное подмно‐
жествоM0 ⊂M , делящее множествоM .

Это следствие известно как лемма Диксона.

Доказательство. Пусть I —мономиальный идеал кольца Z2[X], порож‐
денный элементами множества M (см. предложение 9). Согласно след‐
ствию 7 из теоремы 15 в I существует конечный базис из мономов N =
{n1, . . . , nk}, а учитывая, что кольцом коэффициентов является Z2, этот
базис состоит из термов. Согласно определению идеала I множество M
делит мономы идеала I , и, в частности, множество N , т.е. для каждого
1 ≤ i ≤ k существует моном mi, делящий ni. Поэтому множествоM0 =
{m1, . . . ,mk} делит множествоM .

Следствие 9. Пусть A— поле и X — конечное множество переменных.
В любом бесконечном множестве мономовM ⊂ A[X] существует ко‐
нечное подмножествоM0 ⊂M , делящее множествоM .

Доказательство. ПустьMT = {HT(M)}. Согласно следствию 8 существу‐
ет подмножество M0

T ⊂ MT , делящее множество MT . Согласно опреде‐
лению множестваMT , для каждого t ∈ MT существует мономm(t) ∈ M ,
термом которого является t. Тогда конечное множествоM0 = {m(t) | t ∈
M0

T} делитM , поскольку A— поле.

Замечание. ЕслиA не является полем, то утверждение следствия 9 не вы‐
полняется.

Например, пусть A = Z,X = {x} и

M = {2x2, 3x3, . . . , pxp, . . .},
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где 2, 3, . . .—бесконечная возрастающаяпоследовательность простых чи‐
сел. Тогда никакое конечное множество N ⊂ M не делит множествоM .
Действительно, пусть это не так и такое множество N ⊂ M существует.
Выберем вN элемент nмаксимальной степени, а вM —элементm боль‐
шей степени. Очевидно, чтоm не делится ни на один элемент множества
N , т.е. множествоN не делит множествоM .

3.2 Теорема Гильберта о нулях

3.2.1 Расширения полей

В этом разделе приведены необходимые определения и результаты из
теории полей. Подробно с теорией полей можно познакомиться, напри‐
мер, по книгам [Вар76] или [Лен68].

Определение 3.2.1. Расширением поля k называется любое сохраняю‐
щее операции вложение полей k ⊂ K. Поле k в этом случае называется
подполем поля k.

Отметим, что умножение элементов поля k на элементы поляK задает
наK естественную структуру векторного k‐пространства.

Определение 3.2.2. Поле k, не содержащее подполя, отличного от него,
называется простым.

Предложение 10. Для каждого поля k существует единственное про‐
стое подполе.

Доказательство. Возьмем пересечение всех подполей поля k. Это мно‐
жество содержит элементы 0 и 1 и является согласно определению про‐
стым полем.

Напомним, что любое поле k является Z‐модулем.
Определение 3.2.3. Полем характеристики 0 называется поле k, в ко‐
тором при любом натуральном n выполняется соотношение n · e 6= 0,
где e— единица поля k. Для остальных полей (не имеющих характери‐
стику 0) характеристика поля определяется как наименьшее натураль‐
ное число n, для которого выполняется равенство n · e = 0.



56 ГЛАВА 3. ТЕОРЕМЫ ГИЛЬБЕРТА

Число 1, очевидно, не может быть характеристикой поля, поскольку в
поле выполнено неравенство e 6= 0.

Предложение 11. Характеристика любого поля либо простая, либо ну‐
левая.

Доказательство. Предположим, что характеристика поля равна n 6= 0 и
не является простой. Тогда n = pq для некоторых p, q < n. Имеем

0 = n · e = pq · e = (p · e)(q · e).
Поскольку в поле нет делителей 0, то либо p · e = 0, либо q · e = 0.
Следовательно, характеристика поля меньше n. Поэтому предположение
неверно и n простое.

Следствие 10. Простое подполе поля характеристики 0 изоморфно по‐
лю рациональных чисел, для поля ненулевой характеристики p — полю
вычетов по модулю p.

Доказательство. Предположим, что характеристика поляk равна0.Очевидно,
что полерациональных чиселне содержит собственныхподполей.Поэтому
достаточно доказать, что k содержит в качестве подполя поле рациональ‐
ных чисел. Формула n 7→ n · e определяет гомоморфное вложение колец
Z ⊂ k, продолжающееся до гомоморфизма φ : Q → k полей частных,
являющегося вложением, т.к. гомоморфизм полей всегда инъективен.

Пусть теперь характеристика поля k ненулевая, тогда она равна неко‐
торому простому числу p. В поле сравнений по простому модулю p нет
собственных подполей. Поэтому достаточно проверить существование в
k подполя, изоморфного Zp. Формула n 7→ n · e определяет гомоморфизм
колец φ : Z → k. Согласно определению характеристики поля и гомомор‐
физма φ выполняется равенство kerφ = (p). Поэтому определен инъек‐
тивный гомоморфизм колец

φ̃ : Z/(p) → k

и из равенства Z/(p) = Fp следует, что простым полем для k является Fp.

Определение 3.2.4. Пусть k ⊂ K—расширение поля k и S—подмноже‐
ство поляK. Тогда поле частных кольца многочленов k[S]¹ называется

¹См. определение 10.1.14 кольца многочленов над произвольным множеством.
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расширением поля k с помощью элементов S. Это поле обозначается
через k(S) и называется полем рациональных функций над k на множе‐
стве переменных S. В этом случае говорят, что поле k(S) ⊃ k получено
присоединением к полю k элементов S.

Данное определение корректно, поскольку кольцо многочленов k[S]
является подкольцом в поле K и, следовательно, является целостным, и
выполняется k ⊂ k(S) ⊂ K. Из определения, очевидно, следует, что по‐
ле k(S) является наименьшим подполем поля K, содержащим поле k и
множество S. В частности, получаем

Предложение 12. Пусть S = S1 ∪ S2. Тогда k(S) = k(S1)(S2).

Определение 3.2.5. Элементы множества S ⊂ K расширения k ⊂ K
называются алгебраически независимыми, если

∀m ≥ 0 ∀θ1, . . . , θm ∈ S ∀p ∈ k[x1, . . . , xm] p(θ1, . . . , θm) = 0 ⇔ p = 0.

Мощность максимального множества S, состоящего из алгебраически
независимых элементов, называется степеньютрансцендентностирас‐
ширения k ⊂ K.

Из инвариантности размерности векторного пространства над произ‐
вольным полем следует

Предложение 13. Любые два максимальные множества S, состоящие
из алгебраически независимых элементов, равномощны.

Предложение 14. Пусть имеется последовательность расширений k ⊂
K ⊂ L. Тогда степень трансцендентности расширения k ⊂ L равна
сумме трансцендентностей расширений k ⊂ K иK ⊂ L.

Доказательство. Следует непосредственно из определения 3.2.5.

Пусть теперь множество S состоит из одного элемента θ.

Определение 3.2.6. Пусть k ⊂ K — расширение поля k, и θ — элемент
поляK. Тогда поле k(θ) называется простым расширением поля k.
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Рассмотрим произвольное простое расширение k(θ), где θ ∈ K. Тогда
соответствие x 7→ θ задает эпиморфизмφ кольцамногочленов k[x] в коль‐
цо k[θ], а, следовательно, и изоморфизм φ̃ : k[x]/ kerφ ≈→ k[θ]. Поскольку
кольцо многочленов k[x] является кольцом главных идеалов, kerφ = (p)
для некоторого многочлена p ∈ k[x]. Имеются две возможности: p = 0
или p 6= 0.

В случае p = 0 получаем изоморфизм целостных колец φ̃ : k[x]
≈→ k[θ],

а, следовательно, и изоморфизм φ̃ : k(x)
≈→ k(θ) соответствующих полей

частных. Полученное расширение k(θ) называется простым трансцендент‐
ным расширением, а элемент θ— трансцендентным над полем k элемен‐
том. Размерность векторного пространства k(θ) над полем k бесконечна.

Докажем, что при p 6= 0многочлен p является неприводимым в кольце
k[x]. Пусть это не так. Тогда существует разложение p = p1p2, где deg pi < p.
Тогда

0 = φ̃(p) = φ̃(p1)φ̃(p2) ∈ k[θ] ⊂ k(θ).

Тогда φ̃(p1) = 0 или φ̃(p2) = 0, поскольку k(θ) ⊂ K. Пусть, напри‐
мер, φ̃(p1) = 0. Тогда p1 ∈ kerφ и, следовательно, kerφ 6= (p). Поэтому
p неприводим и согласно следствию 5 факторкольцо k[x]/(p) является по‐
лем. Поскольку соответствие x 7→ θ задает изоморфизм колец

φ̃ : k[x]/(p)
≈→ k[θ], (3.2)

кольцо k[θ] является полем и выполняется соотношение p(θ) = 0. Такой
элемент θ называется алгебраическим над полем k, а соответствующее
расширение k(θ) — простым алгебраическим расширением поля k. Если
deg p = n, то каждый элемент поля k[θ] = k(θ) однозначно представим
многочленом r(θ) степени,меньшейn. Поэтому какk‐векторноепростран‐
ство k[θ] имеет базис 1, θ, . . . , θn−1. Элементы θi соответствуют элементам
xi + (p) (при изоморфизме φ̃), а алгебраические операции над элемента‐
ми такого векторного пространства описываются операциями в k[x]/(p).
Следовательно, справедливо

Предложение 15. Простое расширение k ⊂ k(θ) трансцендентно то‐
гда и только тогда, когда размерность векторного k‐пространства
k(θ) бесконечна. Соответственно, простое расширение алгебраично
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тогда и только тогда, когда его размерность как векторного k‐
пространства конечна.

Определение 3.2.7. Элемент θ ∈ K для расширения k ⊂ K называется
алгебраическим над k, если существует такой p ∈ k[x], что p(θ) = 0.

Определение 3.2.8. Расширение k ⊂ K называется алгебраическим над
k, если все элементы поляK алгебраичны над k.

Определение 3.2.9. Расширения k ⊂ K и k ⊂ K ′ называются эквива‐
лентными, если существует изоморфизм полей

φ̃ : K
≈→ K ′,

тождественный на k. Эквивалентность расширений K и K ′ будем за‐
писывать в виде соотношенийK ∼= K ′.

Очевидно, что два простых трансцендентных расширения произволь‐
ного поля k эквивалентны.

Предложение 16. Два простых алгебраических расширения k(α) и k(β)
эквивалентны, если α и β являются корнями одного и того же неприво‐
димого многочлена в k[x]. В этом случае существует изоморфизм экви‐
валентности k(α) ∼= k(β), преобразующий α в β.

Доказательство. Пусть p(x) — неприводимый многочлен, определяю‐
щий простые расширения k(α) и k(β). Тогда согласно формуле (3.2) име‐
ются изоморфизмы полей

φ̃ : k[x]/(p)
≈→ k[α]

и
ψ̃ : k[x]/(p)

≈→ k[β].

Композиция
ψ̃ ◦ φ̃−1 : k[α] → k[β]

определяет требуемый измоморфизм полей.
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Многочлен p ∈ k[x], неприводимый над полем k и определяющий
расширение k(α), не обязан оставаться неприводимым над расширени‐
ем k ⊂ k(α). Рассмотрим его разложение на неприводимые множители
над полем k(α)

p(x) = (x− θ1) · . . . · (x− θj) · p1(x) · . . . · pm(x), m ≥ 0,

где степени многочленов pi больше 1 при i = 1, . . . ,m. Согласно предло‐
жению 16 все расширения k(θi) эквивалентны

k(θ1) ∼= k(θ2) ∼= . . . ∼= k(θj),

где эквивалентности k(θi) ∼= k(θj) задаются преобразованиями θi 7→ θj .

Определение 3.2.10. Эквивалентные конечные расширения k(θi), лежа‐
щие в общем полеK, а также элементы θi называются сопряженными
относительно k.

Таким образом, доказано обобщение предложения 16

Предложение 17. Все корни неприводимого в k[x] многочлена, принад‐
лежащие расширению k ⊂ K, являются сопряженными относительно
k.

Очевидно, верно и обратное. Сопряженные над полем k элементы яв‐
ляются корнями одного и того же многочлена.

Простоерасширениеопределяется как подполенекоторогополяK (см.
определение 3.2.6). Рассмотрим теперь следующие задачи. Дано поле k.
Требуется построить расширение k ⊂ K и θ ∈ K, чтобы элемент θ: 1) был
бы трансцендентным над k; 2) являлся корнем наперед заданного непри‐
водимого многочлена p ∈ k[x].

Для первой задачи решением является поле рациональных функций
K = k(x), а в качестве элемента θ можно выбрать x. Очевидно, что это
поле определено однозначно с точностью до эквивалентности полей.

Во втором случае для неприводимого многочлена p ∈ k[x] положим
K = k[x]/(p). Согласно следствию 5 это факторкольцо является полем.
Формула (2.3) определяет эпиморфизм колец

π : k[x] → k[x]/(p). (3.3)
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Положим θ = π(x). Тогда выполняется равенство k(θ) = k[x]/(p) и, следо‐
вательно, θ удовлетворяет требуемым условиям.

Напомним, что для расширения k ⊂ K поле K является векторным
пространством над полем k.

Определение 3.2.11. Расширение k ⊂ K называется конечным над k, ес‐
ли размерностьK над полем k конечна. Величина dimkK в этом случае
называется степенью расширения и обозначается (K : k).

Простое алгебраическое расширение конечно и его степень равна сте‐
пени соответствующего неприводимого многочлена.

Очевидно, справедлива

Теорема 16. Если k ⊂ K и K ⊂ L конечные расширения, то и k ⊂ L
конечно и выполняется равенство (L : k) = (L : K)(K : k).

Теорема 17. Каждое конечное расширениеK поля k алгебраично и полу‐
чается присоединением конечного числа элементов.

Доказательство. Пусть n = (K : k). Тогда для любого α ∈ K элемен‐
ты 1, α, . . . , αn линейно зависимы над k. Следовательно, для некоторых
элементов a0, . . . , an поля k, среди которых имеется ненулевой элемент,

выполняется соотношение
n∑

i=0

aiα
i = 0. Поэтому α является корнем мно‐

гочлена p(x) =
n∑

i=0

aix
i. Пусть p(x) = p1(x) · . . . · pj(x) — разложение

многочлена на неприводимые множители. Тогда α является корнем одно‐
го из сомножителей и, следовательно, является алгебраическим над k. В
качестве образующих элементов S можно взять любой k‐базис вK.

Верно и обратное утверждение.

Теорема 18. Каждое расширение поля k, полученное присоединением ко‐
нечного множества S алгебраических элементов к полю k, конечно.

Доказательство. Пусть S = {θ1, . . . , θm} ⊂ K. Тогда имеется последо‐
вательность конечных расширений

k ⊂ k(θ1) ⊂ k(θ1)(θ2) . . . ⊂ k(θ1)(θ2) . . . (θm) = L.

Следовательно, согласно теореме 16 расширение k ⊂ L конечно.
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Таким образом, элементы алгебраического расширения k(α1, . . . , αn)
представляются многочленами

k(α1, . . . , αn) = k[α1, . . . , αn].

Следствие 11. Сумма, разность, произведение и частное алгебраических
элементов являются также алгебраическими.

Теорема 19. Если α алгебраичен относительноK, а k ⊂ K — алгебраи‐
ческое расширение поля k, то α алгебраичен относительно k.

Доказательство. Пусть S = {θ1, . . . , θm} — множество коэффициентов
многочлена p ∈ K[x], определяющего алгебраический элемент α над по‐
лем K. Тогда простое расширение k(S) ⊂ k(S)(α) алгебраично и, сле‐
довательно, конечно. Поскольку расширение k ⊂ K алгебраическое, то
согласно теореме 18 расширение k ⊂ k(S) конечное. Поэтому по теореме
16 расширение k ⊂ k(S)(α) также конечно. Тогда из теоремы 17 следует,
что элемент α алгебраичен над k.

Определение 3.2.12. Полем разложения многочлена p ∈ k[x] называ‐
ется минимальное конечное расширение поля k, в котором многочлен
p разлагается на линейные множители.

Предложение18. Для каждогомногочлена p ∈ k[x] существуетего поле
разложения L, причем L = k(S), где S —множество всех корней много‐
члена p в L.

Доказательство. Если многочлен имеет степень 1, то утверждение три‐
виально: полем разложения этого многочлена является само поле k.

Предположим, что утверждение доказано для многочленов степеней
не большихm, и пусть deg p = m+ 1. Если многочлен имеет хотя бы один
корень θ ∈ k, то p = (x−θ)q, где deg q = m. Согласно предположению ин‐
дукции для q существует поле разложенияL иL = k(Sq), где Sq —множе‐
ство корней многочлена q. Тогда это же поле является полем разложения
многочлена p и L = k(Sq ∪ {θ}). Если же многочлен p не имеет корней в
k, то имеется его неприводимый множитель p1 степени большей 1 и тогда
определены конечное расширение k ⊂ k[x]/(p1) = K и элемент θ = π(x),
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где π : k[x] → k[x]/(p1) — естественный гомоморфизм на факторколь‐
цо, причем K = k(θ). Тогда θ — корень многочлена p и, следовательно,
p = (x − θ)q, где q ∈ K[x]. Согласно предположению индукции для q су‐
ществует поле разложения L ⊃ K и L = K(Sq), где Sq —множество всех
корней многочлена q в L. Тогда расширение k ⊂ L является полем разло‐
жения для p и выполняется равенство L = K(Sq) = k(θ)(Sq) = k(S), где
S = {θ} ∪ Sq —множество всех корней многочлена p в поле L.

Определение 3.2.13. Гомоморфизмом расширений k ⊂ K и k̄ ⊂ K̄, со‐
держащихся в общем поле, называется пара гомоморфизмов полей φ :
k → k̄ и ψ : K → K̄, для которых коммутативна диаграмма

k ⊂ K
φ ↓ ↓ ψ
k̄ ⊂ K̄.

Гомоморфизмψ в этом случае называют продолжением гомоморфизма
φ. Если φ и ψ — эпиморфизмы, то они являются изоморфизмами полей
и пара (φ, ψ) называется эквивалентностью или изоморфизмом расши‐
рений. Изоморфизмψ называется в этом случае продолжением изомор‐
физма φ.

Замечание 3.2.1. Определение 3.2.13 обобщает определение
3.2.9, данное в случае k = k̄ и φ = idk.

Изоморфизм полей φ : k → k̄ определяет изоморфизм колец много‐
членов φ∗ : k[x] → k̄[x].

Теорема 20. Пусть k(θ) — простое расширение поля k, p ∈ k[x] — со‐
ответствующий неприводимый многочлен и φ : k → k̄ — некоторый
изоморфизм. Тогда многочлен p̄ = φ∗(p) ∈ k̄[x] неприводим и существу‐
ет изоморфизм (φ, ψ) простых расширений k ⊂ k(θ) и k̄ ⊂ k̄(θ̄), причем
расширение k̄ ⊂ k(θ̄) определяется неприводимым многочленом p̄.

Доказательство. Изоморфизм ψ задается композицией

k(θ) = k[x]/(p)
≈→ k̄[x]/(p̄) = k̄(θ̄).
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Следствие 12. Пусть φ : k → k̄ — изоморфизм, p ∈ k[x], p̄ = φ∗(p) ∈
k̄[x], и в полях их разложения k(θ1, . . . , θn) и k̄(θ̄1, . . . , θ̄n) выполняются
соотношения p = (x − θ1) · . . . · (x − θn) и p̄ = (x − θ̄1) · . . . · (x − θ̄n).
Тогда расширения k ⊂ k(θ1, . . . , θn) и k̄ ⊂ k̄(θ̄1, . . . , θ̄n) эквивалентны,
причем множество {θ1, . . . , θn} отображается взаимно однозначно на
множество {θ̄1, . . . , θ̄n}.

Доказательство. Для многочленов p степеней 1 или 0 утверждение оче‐
видно. Предположим, что утверждение доказано для всех многочленов
степени, не большейm. Докажем его для многочленов степениm+ 1.

Пусть p и p̄—многочлены степениm+1. Тогда эти многочлены имеют
неприводимые множители p1 и p̄1 = φ∗(p1). Согласно теореме 20 простые
расширения k(θ1) и k̄(θ̄1) эквивалентны, и пусть ψ — их некоторая экви‐
валентность. В этом случае в соответствующих расширениях выполняются
соотношения

p = (x− θ1) · . . . · (x− θs)q1 · . . . · qt и p̄ = (x− θ̄1) · . . . · (x− θ̄s)q̄1 · . . . · q̄t,

где степени неприводимыхмногочленов qi и q̄i больше 1. Поэтому, k(θ1) =
k(θ1, . . . , θs) и k̄(θ̄1) = k̄(θ̄1, . . . , θ̄s), и эквивалентность ψ устанавливает
взаимно однозначное соответствие {θ1, . . . , θs} и {θ̄1, . . . , θ̄s}. Положим
q = q1 · . . . · qs и q̄ = q̄1 · . . . · q̄s. Тогда q̄ = ψ∗(q). По предположе‐
нию индукции существует эквивалентность расширений k(θ1, . . . , θs) ⊂
k(θ1, . . . , θn) и k̄(θ̄1, . . . , θ̄s) ⊂ k̄(θ̄1, . . . , θ̄n) с требуемыми свойствами.
Соответствующий изоморфизм полей k(θ1, . . . , θn) ∼= k̄(θ̄1, . . . , θ̄n) зада‐
ет искомую эквивалентность расширений.

Из предложения 18 и следствия 12 при p = p̄ и φ = idk получаем

Следствие 13. Поле разложения многочлена p ∈ k[x] определено одно‐
значно с точностью до эквивалентности.

Из теоремы 16 и следствия 12 получаем

Следствие 14. Пусть k(θ1, . . . , θn)— конечное алгебраическое расшире‐
ние, лежащее в некотором поле L. Тогда множество изоморфных вло‐
жений поля k(θ1, . . . , θn) в L конечно и его мощность не превосходит
величину (k(θ1, . . . , θn) : k).
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Определение 3.2.14. ПолеK называется алгебраически замкнутым, ес‐
ли каждый отличный от константы многочлен p ∈ K[x] имеет корень
вK.

Теорема 21. Для каждого поля k существует алгебраически замкнутое
алгебраическое расширение K. С точностью до эквивалентности это
расширение определено однозначно.

Доказательство этой теоремы см. в книгах [Лен68] и [Вар76].

3.2.2 Алгебраические многообразия

В данном разделе, если не оговорено противное, фиксируем расширение
K ⊃ k поляk имножествопеременныхX = {x1, . . . , xn}. Предполагается
также, что рассматриваются только идеалы в k[X].

Элемент f ∈ k[X] задает отображение вычисления

f : Kn → K,

определяемое подстановками в f ∈ K[X] значений переменных ξ =
(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn. Оно обозначается f(ξ1, . . . , ξn), или f(ξ). Точка ξ =
(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn называется корнеммногочлена f ∈ k[X], если f(ξ) = 0.
Точка ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn называется корнем идеала m, если f(ξ) = 0
для любого f ∈ m.

Алгебраическиммногообразием вKn называетсямножество всех кор‐
ней некоторого идеала m в k[X]. Согласно теореме Гильберта о базисе
для каждого идеала кольца многочленов k[X] существует конечный ба‐
зис. Пусть, например, m = (f1, . . . , fm). Легко убедиться, что множество
корней идеала m совпадает с множеством решений системы алгебраиче‐
ских уравнений 

f1(x1, . . . , xn) = 0
· · · · · · · · ·
fm(x1, . . . , xn) = 0

(3.4)
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Выбрав другой базис идеала m, например, m = (g1, . . . , gs), получаем
эквивалентную систему алгебраических уравнений

g1(x1, . . . , xn) = 0,
· · · · · · · · ·
gs(x1, . . . , xn) = 0

, (3.5)

множество решений которой также совпадает с алгебраическиммногооб‐
разием идеалаm. Таким образом, множество корней идеалаm характери‐
зует эквивалентные системы уравнений.

Может оказаться, что разные идеалы определяют одно и то же много‐
образие. Например, идеалы ((x− 1)2, y− 1) и ((x− 1), (y− 1)2) не совпа‐
дают, но определяют одно и то же многообразие в C2.

Определение 3.2.15. Пусть M ⊂ Kn — алгебраическое многообразие
некоторого идеала в k[X]. Идеал

m = {f ∈ k[X] | ∀ξ ∈M f(ξ) = 0}

называется соответствующим многообразиюM или просто идеалом
многообразияM .

Очевидно, что многообразие, определяемое идеалом m, соответству‐
ющиммногообразиюM , совпадает с самиммногообразиемM . Следовательно,
различным многообразиям соответствуют различные идеалы.

Любой делитель n идеала m, т.е. n ⊃ m, определяет подмножество N
в многообразииM , называемое подмногообразием многообразияM .

Теорема 22. В любом семействе непустых многообразий существует
минимальное непустое многообразие, т.е. многообразие, не содержа‐
щее ни одного собственного подмногообразия из этого семейства.

Доказательство. Сопоставим семействумногообразийM семейство со‐
ответствующих идеалов I. Согласно теореме 7 в I имеется максимальный
идеал m, и многообразие этого идеала минимально вM.

Определение 3.2.16. Будем говорить, что многочлен f содержит мно‐
гообразиеM , если он обращается в нуль во всех точках этого многооб‐
разия.



3.2. ТЕОРЕМА ГИЛЬБЕРТА О НУЛЯХ 67

Поэтому идеал m многообразия M состоит из всех многочленов, со‐
держащих это многообразие.

Легко проверить, что, если многочлен f содержит многообразиеM , то
многообразие идеала (f) содержит многообразиеM .

Предложение 19. Пересечение двух многообразийM иN является мно‐
гообразием.

Доказательство. Если многообразияM иN являются корнями идеалов
m и n соответственно, то множество корней объединения идеалов (m, n)
является многообразием, совпадающим сM ∩N .

Предложение 20. Объединение двух многообразийM иN является мно‐
гообразием.

Доказательство. Если многообразияM иN являются корнями идеалов
m и n соответственно, то множество корней пересечения идеалов [m, n]
(или произведения идеаловm·n) является многообразием, совпадающим
сM ∪N .

Действительно, если ξ принадлежит объединениюM ∪ N , то ξ — ко‐
рень всехмногочленов либо изm, либо из n и, следовательно, корнем всех
многочленов из [m, n] и, в частности, из m · n.

Если ξ не принадлежит объединению M ∪ N , то существуют f ∈ m
и g ∈ n, не обращающиеся в нуль в точке ξ. Тогда fg ∈ m · n ⊂ [m, n]
и, следовательно, ξ не является корнем ни одного из идеалов [m, n] и m ·
n.

Далее будем рассматривать только непустые многообразия идеала в
k[X].

Определение 3.2.17. Многообразие, которое можно представить как
объединение двух собственных (непустых) подмногообразий называет‐
ся приводимымнад полем k. Многообразие, не являющееся приводимым,
называется неприводимым.

Теорема 23. МногообразиеM неприводимо над kтогда итолькотогда,
когда идеалm, соответствующийM , прост.
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Доказательство. Предположим, чтоM приводимо, т.е.M = M1 ∪M2,
M 6=M1 иM 6=M2. В таком случае в идеалемногообразияM1 существует
многочлен f , не содержащийM , т.е. f /∈ m. Аналогично, существует мно‐
гочлен g из идеала многообразияM2, также не содержащийM , т.е. g /∈ m.
Произведение fg содержитM1 иM2, а следовательно, иM , т.е. fg ∈ m.
Поэтому идеал m не прост.

ЕслиM неприводимо и идеал m не прост, то для некоторых f, g /∈ m
произведение fg принадлежит m. Тогда M = M1 ∪ M2, где M1 — мно‐
гообразие идеала (f,m), а M2 — многообразие идеала (g,m). Согласно
построению, многообразия M1 и M2 являются собственными в M , сле‐
довательно, многообразиеM приводимо, что противоречит сделанному
предположению.

Аналогично доказывается

Теорема 24. Если неприводимое многообразиеM содержится в объеди‐
нении многообразийM1 иM2, тоM содержится либо вM1, либо вM2.

Теорема 25. Каждое многообразие над полем k представимо как объ‐
единение конечного числа неприводимых многообразий.

Доказательство. Пусть существует многообразие M , не представимое
какобъединение конечного числанеприводимыхмногообразий. Рассмотрим
семейство M всех таких многообразий. Согласно теореме 22 в этом се‐
мействеимеетсяминимальноепо включениюмногообразиеM0. Поскольку
M0 ∈ M, это многообразие приводимо:M0 =M1 ∪M2. Тогда, в силу ми‐
нимальности M0, многообразия M1 и M2 представляются как конечные
объединения неприводимых многообразий. Следовательно, и многооб‐
разие M0 также представимо как конечное объединение неприводимых
многообразий, что противоречит сделанному предположению.

Определение 3.2.18. Представление

M =M1 ∪M2 ∪ . . . ∪Ms (3.6)

называется минимальным неприводимым представлением многообра‐
зия M , если все многообразия Mi неприводимы и из этого разложения
нельзя убрать ни одного слагаемого.
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Согласно теореме 25 минимальное неприводимое представление все‐
гда существует.

Теорема 26. Минимальное неприводимое представление многообразия
единственно.

Доказательство. Пусть существует минимальное неприводимое пред‐
ставление многообразияM :

M = N1 ∪N2 ∪ . . . ∪Nr, (3.7)

отличное от минимального неприводимого представления (3.6). Тогда в
силу теоремы 24 многообразиеM1 содержится в одном из слагаемыхNi.
Без ограничения общности можно считать, чтоM1 ⊂ N1. Аналогично, при
некотором k выполняется включениеN1 ⊂Mk. Тогда

M1 ⊂ N1 ⊂Mk.

Еслиk 6= 1, то разложение (3.6) не являетсяминимальным. Следовательно,
k = 1 и M1 = N1. Аналогично получаем M2 = N2, . . . ,Ms = Ns и
s = r.

Определение 3.2.19. Универсальным расширением поля k будем назы‐
вать поле Ω, являющееся алгебраическим замыканием поля L, получен‐
ного из k присоединением бесконечного числа алгебраически независи‐
мых над k элементов.

Далее всюду Ω обозначает универсальное расширение поля k.

Лемма 6. Всякое расширение k(α1, . . . , αn), получающееся присоедине‐
нием конечного числа элементов к полю k, можно изоморфно вложить
в универсальное расширение Ω.

Доказательство. Выбереммаксимальное подмножество алгебраически
независимых над k элементов из множества {α1, . . . , αn}. Без ограни‐
чения общности будем считать, что это {α1, . . . , αr}, где r ≤ n. Пусть
{α′

1, . . . , α
′
r}—алгебраически независимые над k элементы вΩ. Тогда со‐

ответствие αi 7→ α′
i определяет изоморфное вложение



70 ГЛАВА 3. ТЕОРЕМЫ ГИЛЬБЕРТА

φr : k(α1, . . . , αr)
≈→ k(α′

1, . . . , α
′
r) ⊂ Ω.

Предположим, что построено изоморфное вложение

φm : k(α1, . . . , αm)
≈→ k(α′

1, . . . , α
′
m) ⊂ Ω

для некоторогоm ≥ r. Если r = n, то построение завершено. В противном
случае, поскольку элементы α1, . . . , αr, αm+1 алгебраически зависимы, а
элементы α1, . . . , αr алгебраически независимы, в кольце многочленов
над полем k(α1, . . . , αm) имеется неприводимый многочлен p, корнем
которого в k(α1, . . . , αn) является элемент αm+1. Поэтому и многочлен
φ∗
m(p) ∈ k(α′

1, . . . , α
′
m)[x] неприводим над k(α′

1, . . . , α
′
m). Обозначим че‐

резα′
m+1 любой его корень вΩ. Тогда согласно теореме 20 существует изо‐

морфизм расширений

φm+1 : k(α1, . . . , αm)(αm+1)
≈→ k(α′

1, . . . , α
′
m)(α

′
m+1) ⊂ Ω.

Определение 3.2.20. Точка ξ ∈ Ωn называется общим корнем идеала
I ⊂ k[x1, . . . , xn], если выполняются условия

• из f ∈ I следует, что f(ξ) = 0,

• из f ∈ k[x1, . . . , xn] и f(ξ) = 0 следует, что f ∈ I .

Теорема 27. ПустьK ⊃ k—произвольное расширение поля k. Тогда для
любого ξ ∈ Kn множество pξ многочленов кольца k[x1, . . . , xn], обра‐
щающихся в ноль вточке ξ, составляютотличный от k[x1, . . . , xn] про‐
стой идеал.

Доказательство. Если f(ξ) = g(ξ) = 0, то и f(ξ)−g(ξ) = 0 и для любого
h ∈ k[x1, . . . , xn] выполнено равенство h(ξ)f(ξ) = 0. Следовательно, pξ
— идеал.

Если теперь f(ξ)g(ξ) = 0 и g(ξ) 6= 0, то f(ξ) = 0, т.к. поле не имеет
делителей нуля. Следовательно, указанный идеал pξ прост. Поскольку 1 /∈
pξ, то pξ 6= k[x1, . . . , xn].
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В дальнейшем идеал pξ из теоремы 27 будем называть идеалом, соот‐
ветствующим точке ξ.

Пример. Пусть

ξi = αi + βit, i = 1, . . . , n, (3.8)

где αi, βi ∈ k и t ∈ Ω трансцендентен над k. Согласно теореме 27, идеал
pξ, состоящий из всех многочленов в k[X], обращающихся в ноль в точ‐
ке ξ ∈ Ωn, прост, и точка ξ = (ξ, . . . , ξn) является общим корнем этого
идеала. Точку ξ в этом случае можно интерпретировать как параметриче‐
ское уравнение прямой (3.8), а идеал pξ — как множество многочленов,
обращающихся в ноль на этой прямой.

Теорема 28. Если pξ — идеал из теоремы 27, соответствующий точ‐
ке ξ ∈ Ωn, то поле Λ = k(ξ1, . . . , ξn) изоморфно полю частных Π фак‐
торкольца k[x1, . . . , xn]/pξ. Изоморфизм определяется соответствия‐
ми xi 7→ ξi.

Доказательство. Рассмотрим подкольцо k[ξ1, . . . , ξn] ⊂ Λ. Тогда поле Λ
является полем частных рассматриваемого кольца. Соответствия f(ξ) 7→
f(X) задают изоморфизм

k[ξ1, . . . , ξn] → k[x1, . . . , xn]/pξ.

Действительно, из f(ξ) − g(ξ) = 0 следует, что f − g ∈ pξ, т.е. f = g в
кольце k[x1, . . . , xn]/pξ.

Потому изоморфны и соответствующие поля частных Π и Λ.

Определение 3.2.21. Точки ξ, ξ′ ∈ Ωn называются сопряженными, если
соответствие ξi 7→ ξ′i определяет изоморфизм колец k[ξ] → k[ξ′].

Теоремы 27 и 28 означают, что сопряженные точки являются общими
корнями однозначно определенного простого идеала и все общие корни
простого идеала сопряжены.

Теорема29. Каждыйпростой идеал p кольца k[x1, . . . , xn], отличныйот
самого кольца, имеет общий корень ξ ∈ Ωn.
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Доказательство. Поскольку факторкольцо кольца многочленов по про‐
стому идеалу не содержит делителей нуля, определено поле частных Λ
кольца k[x1, . . . , xn]/p, являющееся расширением поля k, и, очевидно,
выполняется равенство Λ = k(α1, . . . , αn), где αi ≡ xi (mod p). Согласно
лемме 6 расширение k(α1, . . . , αn) вкладывается в универсальное расши‐
рение Ω. Обозначим образы элементов αi через ξi. Тогда, ввиду изомор‐
физма k(α1, . . . , αn) ≈ k(ξ1, . . . , ξn), выполняется равенство

p = pα = pξ

и, следовательно, ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn —общий корень простого идеала
p.

Согласно теореме 29 каждый простой идеал p 6= k[x1, . . . , xn] име‐
ет общий корень ξ в универсальном поле Ω, а по теореме 28 этот корень
определен однозначно с точностью до сопряженения. Точка ξ является
корнем идеала p и, следовательно, принадлежит многообразиюM ⊂ Ωn

этого идеала. Идеал, соответствующий M , совпадает с p, поскольку для
f ∈ k[x1, . . . , xn], обращающегося в ноль во всех точках многообразия
M , в частности, f(ξ) = 0, т.е. f ∈ p. Так как идеал p прост, то по теореме
23 многообразиеM неприводимо. Следовательно, справедлива

Теорема 30. Каждый простой идеал p 6= k[x1, . . . , xn] соответствует
некоторому неприводимому многообразию корней и служит идеалом
этого многообразия.

Определение 3.2.22. ОбщейточкоймногообразияM называется любой
общий корень идеала, соответствующего этому многообразию.

Согласно теореме 23 неприводимому многообразиюM соответствует
простой идеал p. В этом случае общий корень идеала p является общей
точкой многообразияM над полем k. Если общие корни идеала сопряже‐
ны, то соответствующие общие точки многообразия этого идеала называ‐
ются сопряженными. Следовательно, справедлива

Теорема 31. МногообразиеM обладает общей точкой над полем k то‐
гда и только тогда, когда оно неприводимо.
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Определение 3.2.23. Пусть ξ—общаяточка над k некоторого неприво‐
димого многообразияM . Степень трансцендентности поля k(ξ) будем
называтьразмерностьюнад полем k (неприводимого)многообразияM ,
а также размерностью соответствующего простого идеала p и обо‐
значать dimk(p) = dimk(M). Полагаем, по определению, размерность
единичного идеала равной −1. Соответственно, размерность пустого
многообразия полагается также равной−1.

Очевидно, что размерность простого идеала p 6= k[x1, . . . , xn] может
принимать значения от 0 до n. В силу теоремы 28 размерность неприво‐
димого многообразияM не зависит от выбора общей точки ξ.

Определение 3.2.24. Степенью трансцендентности элемента ξ ∈ Ωn

называется степень трансцендентности расширения k ⊂ k(ξ).

Пусть (ξ1, . . . , ξn) общий корень простого идеала p, а (ξ′1, . . . , ξ
′
n) —

произвольный корень этогоже идеала. Тогда соответствие ξi 7→ ξ′i при всех
i = 1, . . . , n задает эпиморфизм колец

φ : k[ξ1, . . . , ξn] → k[ξ′1, . . . , ξ
′
n]. (3.9)

Этот эпиморфизм является изоморфизмом тогда и только тогда, когда
(ξ′1, . . . , ξ

′
n)— также общий корень идеала p.

Если размерность идеала p равна нулю, то кольцо k[ξ1, . . . , ξn] явля‐
ется полем, а тогда эпиморфизм φ— изоморфизмом. Следовательно, все
корни простого идеала нулевой размерности являются общими и эквива‐
лентными друг другу. Согласно следствию 14 мощность множества таких
эквивалентностей не превосходит величины (k(ξ) : k), т.е. многообразие
простого идеала размерности ноль конечно. Итак, доказана

Теорема 32. ПустьK — алгебраическое замыкание поля k. Тогда много‐
образие простого идеалаp ⊂ k[x]размерностиноль является конечным
подмножеством вKn, а все нули этого идеала общие и, следовательно,
являются сопряженными.

В частности, если поле k алгебраически замкнуто, то простой идеал
размерности 0 имеет вид (x1 − ξ1, . . . , xn − ξn).
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Теорема 33. Различные корни простого идеала размерности r имеют
степени трансцендентности не более r. Если степень трансцендент‐
ности такого корня равна r, то этот корень общий.

Доказательство. Пусть (ξ1, . . . , ξn) общий корень простого идеала p, а
(ξ′1, . . . , ξ

′
n) — корень степени трансцендентности s и ξ′1, . . . , ξ

′
s алгебра‐

ически независимы. Поскольку эпиморфизм (3.9) преобразует ξi в ξ′i, эле‐
менты ξ1, . . . , ξs также алгебраически независимы. Поэтому r ≥ s.

Если же r = s, то расширение

k(ξ1, . . . , ξs) ⊂ k(ξ1, . . . , ξn) = k(ξ1, . . . , ξs)[ξs+1, . . . , ξn] (3.10)

конечно. Для доказательства последнего утверждения теоремы достаточ‐
но проверить мономорфность φ из формулы (3.9). Пусть это не так. Тогда
существует такой ненулевой f ∈ k(ξ1, . . . , ξn), что φ(f) = 0. Ввиду конеч‐
ности расширения (3.10), в поле k(ξ1, . . . , ξn) выполняется равенство

1

f(ξ1, . . . , ξn)
=
g(ξ1, . . . , ξn)

h(ξ1, . . . , ξs)
.

Следовательно,

h(ξ1, . . . , ξs) = f(ξ1, . . . , ξn)g(ξ1, . . . , ξn).

Поэтому h(ξ′1, . . . , ξ
′
s) = 0, что противоречит алгебраической независимо‐

сти элементов ξ′1, . . . , ξ
′
s.

Следствие 15. Пусть простой идеал p′ делит простой идеал p. Тогда
dimp′ ≤ dimp. Если dimp = dimp′, то p = p′.

Доказательство. Первое утверждение следствияочевидно.Докажемвто‐
рое.

Пусть ξ′ —общий корень идеала p′. Тогда степень его трансцендентно‐
сти равна dimp = dimp′. Тогда ξ′ — также является корнем идеала p, сте‐
пень трансцендентности которого равна dimp, и, следовательно, по тео‐
реме 33 этот корень общий для идеала p. Поскольку идеалы p и p′ соот‐
ветствуют одной и той же общей точке, то эти идеалы совпадают.
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Согласно теоремам 25 и 26 каждое многообразиеM имеет единствен‐
ноеминимальноепредставление в видеобъединениянеприводимыхмно‐
гообразийM1, . . . ,Ms.

Определение 3.2.25. Размерностьюмногообразия называется наиболь‐
шая из размерностей его неприводимых компонент.

С другой стороны, по теореме 13 каждый идеал допускает несократи‐
мое представление в виде пересечения примарных идеалов, ассоцииро‐
ванных с попарно различными простыми идеалами. Согласно теореме 14
набор ассоциированных простых идеалов определен однозначно.

Определение 3.2.26. Размерностью идеала называется наибольшая из
размерностей ассоциированных с ним простых идеалов.

Лемма 7. Пусть k—поле и I ⊊ k[x1, . . . , xn]—собственный идеал коль‐
ца k[x1, . . . , xn] и K ⊃ k — алгебраическое замыкание поля k. Тогда су‐
ществует гомоморфизм колец

φ : k[x1, . . . , xn]/I → K,

продолжающий вложение k ⊂ K.

Доказательство см. в [Лен68, гл.X] .

Теорема 34. Пусть K — алгебраическое замыкание поля k. Тогда непу‐
стое многообразие над полем k в универсальном пространстве Ω все‐
гда имеет непустое пересечение с пространствомKn.

Доказательство. Поскольку каждоемногообразиепредставимокакобъ‐
единение неприводимых многообразий, то достаточно доказать теорему
для неприводимых многообразий.

Длянеприводимыхмногообразийразмерностинольдоказываемое утвер‐
ждение вытекает из теоремы 32.

Для многообразий размерности n утверждение теоремы тривиально,
поскольку в этом случае многообразие совпадает с пространством Ωn и
выполняется включение Ωn ⊃ Kn.
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Для остальныхмногообразий утверждение теоремы следует из леммы
7. Действительно, если I — идеал, определяющий неприводимое много‐
образиеM , и

φ : k[x1, . . . , xn]/I → K

гомоморфизм из леммы 7, то элементы ξi = φ(xi) определяют точку мно‐
гообразияM , принадлежащую пространствуKn. Отметим, что в этом слу‐
чае такие точки не являются общими точками многообразияM .

Следующее утверждениепредставляет критерий существованияреше‐
ний систем алгебраических уравнений.

Теорема 35. Пусть идеал I порожден многочленами системы уравнений
f1(x1, . . . , xn) = 0,
· · · · · · · · ·
fm(x1, . . . , xn) = 0,

над полем k. Эта система уравнений имеет решение в алгебраическом
замыканииK поля k тогда и только тогда, когда 1 /∈ I .

Доказательство. Пусть 1 ∈ I , то 1 = r1f1 + . . . + rmfm. Поэтому, если
решение существует, то 1 = 0.

Пусть 1 /∈ I . Тогда существует максимальный идеал J кольца
k[x1, . . . , xn], содержащий I и не содержащий единицу. В этом случае по
лемме 7 существует гомоморфизм ψ факторкольца k0 = k[x1, . . . , xn]/J в
алгебраическое замыканиеK. Пусть

φ : k[x1, . . . , xn] → k0

соответствующий естественный гомоморфизм. Тогда

(ψ(φ(x1)), . . . , ψ(φ(xn))) ∈ Kn

решение исходной системы уравнений.

Следующая теорема называется теоремой Гильберта о нулях. ПустьK
— алгебраическое замыкание поля k.
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Теорема 36. Пустьмногочлен f(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn] обращается
в нуль во всех корнях (c1, . . . , cn) ∈ Kn системы уравнений

f1(x1, . . . , xn) = 0,
· · · · · · · · ·
fs(x1, . . . , xn) = 0.

Тогда при некотором m > 0 многочлен fm(x1, . . . , xn) принадлежит
идеалу I , порожденному многочленами этой системы.

Доказательство. Доказательствоиспользует прием, предложенныйРабиновичем
[Rab30].

Введем дополнительную переменную z. Система уравнений
f1(x1, . . . , xn) = 0,
· · · · · · · · · · · · · · ·
fm(x1, . . . , xn) = 0,
zf(x1, . . . , xn) = 1

не имеет решений. Следовательно, согласно теореме 35 о существовании
решений выполняется соотношение

r1(x1, . . . , xn, z)f1(x1, . . . , xn) + · · ·+ rn(x1, . . . , xn, z)fn(x1, . . . , xn)+
rn+1(x1, . . . , xn, z)(1− zf(x1, . . . , xn)) = 1.

Подставляя в это соотношение z =
1

f(x1, . . . , xn)
и домножая на подхо‐

дящую степень знаменателя f(x1, . . . , xn), получим, что при некотором
m > 0 многочлен fm(x1, . . . , xn) лежит в идеале I .

3.3 Теорема Херманн

Следующая теорема доказана в работе [Her25].

Теорема 37. ПустьK — поле. Если система уравнений
α1,1f1 + . . .+ α1,kfk = b1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αm,1f1 + . . .+ αm,kfk = bm

(3.11)
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над кольцом K[x1, . . . , xn] относительно неизвестных f1, . . . , fk име‐
ет решение в этом кольце, а коэффициенты этой системы удовлетво‐
ряют условиям

degαij < d и deg bi < B,

то существует решение этой системы степени не выше B + (kd)2
n
.

Доказательство. Очевидно, что из существования требуемого в теоре‐
ме решения в кольце многочленов над полем, являющимся расширением
поля K, следует существование такого решения в кольце K[x1, . . . , xn].
Поэтому достаточно доказать теорему в предположении, что поле K ал‐
гебраически замкнуто.

Пусть ранг матрицы системы равен r ≤ min{m, k}. Без ограничения
общности можно считать, что

∆ =

∣∣∣∣∣∣
α1,1 . . . α1,r

· · · · · · · · ·
αr,1 . . . αr,r

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

По условию теоремы degαij < d, поэтому deg∆ < rd.
Поскольку кольцо многочленов над полем не имеет делителей нуля,

последниеm − r уравнений можно отбросить, т.к. каждое из них являет‐
ся линейной комбинацией первых r уравнений с коэффициентами в по‐
ле рациональных функций (поле частных кольца многочленов) и, следо‐
вательно, выполняется, если выполняются первые r соотношений. Далее
произведем такую обратимую замену переменных xi = ti + βitn, i =
1, . . . , n − 1, xn = βntn, βi ∈ K, при которой старший член определи‐
теля∆ относительно переменной tn равен tdeg∆n , т.е. deg∆ = degtn ∆.

Для доказательства существования такой замены рассмотрим ненуле‐
вой многочлен

p(x1, . . . , xn) =
∑

ω∈Zn
+, |ω|=deg∆

cωx
ω,

представляющий члены старшей степени многочлена∆. Тогда коэффици‐
ент при tdeg∆n равен значениюэтогомногочленаp(β1, . . . , βn) ∈ K. Поэтому
существование требуемой замены следует из разрешимости уравнения
p(β1, . . . , βn) = 1 в алгебраически замкнутом полеK.
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Заметим, что степени элементов кольца многочленов при таком пре‐
образовании не меняются. Без ограничения общности оставим имена пе‐
ременных неизменными.

Сопоставим данной системе уравнений однородную систему (напом‐
ним, что ввиду сказанного выше, система содержит только r уравнений):

α1,1f1 + . . .+ α1,kfk = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
αr,1f1 + . . .+ αr,kfk = 0.

(3.12)

Перепишем эту однородную систему в виде неоднородной системы урав‐
нений (т.к. r ≤ k)

α1,1f1 + . . .+ α1,rfr = −α1,r+1fr+1 − . . .− α1,kfk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αr,1f1 + . . .+ αr,rfr = −αr,r+1fr+1 − . . .− αr,kfk.

(3.13)

Поскольку ∆ 6= 0, выразим f1, . . . , fr через fr+1, . . . , fk по формулам
Крамера 

∆f1 = ∆1,
· · · · · · · · ·
∆fr = ∆r,

где ∆i определитель матрицы, полученной из матрицы системы уравне‐
ний (3.13) заменой i‐го столбца на столбец из правой части этой системы.
Применяя разложение определителей по i‐му столбцу и группируя слага‐
емые с множителями fi при i = r + 1, . . . , k, получим эквивалентную
систему 

∆f1 = A1,r+1fr+1 + . . .+ A1,kfk,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∆fr = Ar,r+1fr+1 + . . .+ Ar,kfk,

(3.14)

где Ai,j ∈ K[x1, . . . , xn]. Тогда из условия теоремы и формул вычисления
определителя следует, что degAi,j < rd. Легко проверить, что система
уравнений (3.14) имеет следующие решения:

lj = (A1,j, . . . , Ar,j,

k−r︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

j−r−1

,∆, 0, . . . , 0), j = r + 1, . . . , k.
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Согласно сделанным выше замечаниям о степенях многочленов ∆ и
Ai,j , все компоненты векторов lj имеют степень, меньшую чем rd.

Поскольку старшийчленопределителя∆попеременнойxn равенxdeg∆n ,
можно подобрать такие многочлены ci ∈ K[x1, . . . , xn] при i = 1, . . . , r,
для которых выполняются соотношения

deg(∆ci) ≤ deg bi < B,
degxn

(bi −∆ci) < degxn
∆ = deg∆ < rd ≤ kd,

deg(bi −∆ci) ≤ deg bi.
(3.15)

Согласно правилу Крамера система уравнений
α1,1f1 + . . .+ α1,kfk = ∆c1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αr,1f1 + . . .+ αr,kfk = ∆cr

имеет частное решениеm = (m1, . . . ,mr, 0, . . . , 0), гдеmi — определи‐
тель матрицы, полученной из матрицы системы заменой i‐го столбца на
столбец, состоящий из многочленов c1, . . . , cr. Из определения такого ре‐
шения следует, что его степень меньше, чемB + rd ≤ B + kd.

Рассмотрим теперь систему
α1,1f1 + . . .+ α1,kfk = b1 −∆c1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αr,1f1 + . . .+ αr,kfk = br −∆cr.

(3.16)

Эта система имеет решение, поскольку существует решение исходной си‐
стемыуравнений (3.11). Вычитая из любого решения системы (3.16) произ‐
вольные линейные комбинации над K[x1, . . . , xn] решений однородной
системы (3.12) (в частности, решения lj при j = r + 1, . . . , k), снова по‐
лучаем решение системы (3.16). Следовательно, если имеется некоторое
решение исходной системы уравнений, то существует также такое реше‐
ние f1, . . . , fk системы (3.16), для которого выполнены соотношения

degxn
fi < deg∆ ≤ rd ≤ kd при i = r + 1, . . . , k. (3.17)

Заметим теперь, что в силу неравенств (3.15) при i = 1, . . . , r выполняют‐
ся соотношения degxn

(bi −∆ci) < kd.



3.3. ТЕОРЕМА ХЕРМАНН 81

Перепишем теперь систему (3.16) в следующем виде:
α1,1f1 + . . .+ α1,rfr = −α1,r+1fr+1 − . . .− α1,kfk + b1 −∆c1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
αr,1f1 + . . .+ αr,rfr = −αr,r+1fr+1 − . . .− αr,kfk + br −∆cr.

(3.18)
Применяя правило Крамера, получаем эквивалентное представление си‐
стемы (3.18): 

∆f1 = ∆1,
. . . . . .
∆fr = ∆r,

где ∆i — определитель матрицы, полученной из матрицы системы (3.18)
заменой i‐го столбца на столбец из правой части этой системы. Тогда

degxn
fi = degxn

∆i − degxn
∆, i = 1, . . . , r.

Разлагая определители ∆i по столбцам и группируя слагаемые по много‐
членам fj при j = r + 1, . . . , k, а также учитывая неравенства (3.17) и
(3.15), получаем соотношения

degxn
∆i < rd+ degxn

∆ ≤ kd+ degxn
∆.

Следовательно,

degxn
fi < rd ≤ kd, при i = 1, . . . , r.

Представим теперь fi при i = 1, . . . , k и bj − ∆cj при j = 1, . . . , r
как многочлены от xn степени, меньшей kd, с коэффициентами в кольце
K[x1, . . . , xn−1]иподставимэтиразложения в систему (3.16). Приравнивая
коэффициенты при соответствующих степенях переменной xn от 0 до kd+
d− 1, получим новую систему не более чем из (kd+ d)r уравнений отно‐
сительно s = k2d неизвестных gi ∈ K[x1, . . . , xn−1], являющихся коэффи‐
циентами разложения многочленов f1, . . . , fk по степеням xn:

β1,1g1 + β1,sgs = b′1,
. . . . . . . . . . . . . . .
βt,1g1 + βt,sgs = b′t
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над кольцомK[x1, . . . , xn−1]. В силу определения элементов βi,j и b′j вы‐
полняются соотношения deg βij < d и deg b′i < B.

Обозначим минимальную степень решения такой системы через
m(k, n, d, B), где k, n, d, B—параметры, описывающие исходную систему
уравнений (3.11). В силу доказанной редукции исходной системы относи‐
тельно переменных x1, . . . , xn к системе (3.16) и последующей редукции
этой системы к системе уравнений относительно переменных x1, . . . , xn−1

выполняется неравенство

m(k, n, d, B) ≤ max{kd+m(k2d, n− 1, d, B), kd+B}.

Поэтому

m(k, n, d, B) ≤ kd+ k2d2 + k4d4 + · · ·+ (kd)2
n−1

+B ≤ B + (kd)2
n

.



Глава 4

Базис Гребнера

4.1 Определение базиса Гребнера

Пусть X = {x1, . . . , xn} — конечное множество. Фиксируем некоторый
допустимый порядок ≺ на множестве термов T 〈X〉. Будем использовать
обозначения раздела 1.3.

Сначала сформулируем определение базиса Гребнера для полей.

Определение 4.1.1. ПустьA—поле. Конечное множествоG называет‐
ся базисом Гребнера идеала I кольца A[X], если

• G— базис идеала I ,

• ∀f ∈ I ∃g ∈ G | HT(f)...HT(g).

Поскольку A— поле, старший моном любого элемента идеала делит‐
ся на старший моном некоторого элемента базиса Гребнера этого идеала.
Отметим также, что базисы Гребнера идеала для различных допустимых
порядков на множестве термов T 〈X〉, вообще говоря, различны.

Обобщением этого определения для нетеровых колецA является сле‐
дующее

Определение 4.1.2. Пусть A— нетерово кольцо. Конечное множество
G называется базисом Гребнера идеала I кольца A[X], если

83
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• G— базис идеала I ,

• идеал, порожденный старшими мономами элементов идеала I , и
идеал, порожденный старшими мономами множества G, совпа‐
дают.

Очевидно, выполняется следующее

Предложение 21. Если A — поле, то определения 4.1.1 и 4.1.2 базиса
ГребнераG эквивалентны.

Установим существование базиса Гребнера с помощью теоремы
Гильберта о базисе.

Теорема38. ПустьA—нетерово кольцо,X—конечноемножество. Для
произвольного идеала I кольцамногочленовA[X] и для любого допусти‐
мого порядка намножестветермовT 〈X〉 существует (конечный) базис
Гребнера.

Доказательство. Фиксируемдопустимыйпорядокнамножестве термов.
Пусть I —идеал кольцаA[X], а J —мономиальный идеал, порожденный
старшими мономами многочленов идеала I . Тогда, по следствию 7 из тео‐
ремы Гильберта, этот идеал J имеет состоящий из мономов конечный ба‐
зисH1.

Рассмотрим множество термов HT(H1) (см. раздел 1.3). Для каждого
t ∈ HT(H1) определим идеал It ⊂ A, базис которого состоит из коэффи‐
циентов мономовm ∈ H1 с термами t. ПосколькуA—нетерово кольцо, в
каждомидеале Itможновыбрать конечныйбазис, т.е. It = (λ1,t, . . . , λkt,t)
для некоторого kt ∈ N.

Поскольку λi,tt ∈ J , для каждой пары i, t, удовлетворяющей условиям
1 ≤ i ≤ kt и t ∈ HT(H1), существует многочлен gi,t ∈ I со старшим моно‐
мом λi,tt. Зафиксируем для каждой такой пары (i, t) такой многочлен gi,t и
составим из всех таких многочленов множествоG. (Заметим, что это мно‐
жество, как и элементы gi,t, определено, вообще говоря, неоднозначно.)

Из построения следует, что конечный набор элементов HM(gi,t) = λi,tt,
по всемдопустимымпарам i, t, составляет базис идеалаJ . Следовательно,
G— базис Гребнера идеала I .
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В работе [Dub90] получена оценка сверху максимальной степени ба‐
зиса Гребнера идеала в кольце многочленов для любого допустимого по‐
рядка.

Теорема 39. Пусть I = (f1, . . . , fm)— идеал кольца многочленовK[X],
гдеK —поле, и для некоторого d выполняются неравенства deg fi ≤ d.
Тогда элементыприведенного базиса Гребнера идеала I имеют степень

не более чем 2
(

d2

2
+ d
)2n−2

.

4.2 Редукция относительно множества

Пусть X = {x1, . . . , xn} — множество переменных, A— коммутативное
кольцо главных идеалов, A[X] = A[x1, . . . , xn] — кольцо многочленов.
Выберем допустимый порядок≺ на множестве термов T 〈X〉.

Пусть задан многочлен f . Рассмотрим его разложение f по ненулевым
мономам (см. определение 10.1.11 и формулу (10.5))

f =
∑
t∈Tf

λtt, (4.1)

где
Tf = Tf 〈X〉 = {t ∈ T 〈X〉 | λt 6= 0}, λt ∈ A.

Определение 4.2.1. Пусть f, h ∈ A[X] и G — конечное подмножество
в A[X]. Будем говорить, что существует простая редукция f к h по
модулю G, если существует t ∈ Tf 〈X〉 и для всех g ∈ G существуют
µg ∈ A[X], для которых выполняются равенства

λtt =
∑
g∈G

HM(µgg),

t = HT(µgg), если HM(µg) 6= 0,

f =
∑
g∈G

µgg + h.

(4.2)

Если также HT(f) = t, то такую простую редукцию будем называть
простой монотонной редукцией.
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Формулу (4.2) будемназыватьформулой простой редукции (простой
монотонной редукции) и записывать как f →G h. Если существует по‐
следовательность элементовh1, . . . , hm ∈ A[X]ипоследовательность
простых редукций (простых монотонных редукций)

f →G h1, h1 →G h2, . . . , hm−1 →G hm,

то будем говорить, что f редуцируется (монотонно редуцируется) к
форме h = hm по модулю множества G, и записывать это в виде фор‐
мулы f →G∗ h.

Пример. Пусть G = {x21 + x1, (t + 1)x1x2x3 − 1, 2x1x2x3 − 1} — под‐
множество в множестве многочленов над кольцом Z[t] от переменных
{x1, x2, x3}, f = x21 + (t + 3)x1x2x3 − 2 и на множестве мономов задан
лексикографический порядок. Тогда имеется редукция

f →G x
2
1, (4.3)

не являющаяся монотонной, поскольку HT(f) = x21.
ЕслиG = {(t+1)x1x2x3−1, 2x1x2x3−1}, то для многочлена f имеется

редукция (4.3), но не существует монотонной редукции.
Приведенные далее утверждения, если не оговорено противное, спра‐

ведливы как для редукций, так и для монотонных редукций. Все отличия
будут специально оговорены. Определения для редукций также перено‐
сятся на монотонные редукции. Поэтому все определения и утверждения,
справедливые для редукций обоих типов, формулируются только для ре‐
дукций.

Определим тривиальную редукцию f →G∗ f , заданную пустой по‐
следовательностью простых редукций. Отметим, что непустой последова‐
тельности простых редукций, приводящей к тривиальной редукции f →G∗

f не существует.

Определение 4.2.2. Пусть f →G∗ h и из h→G∗ h1 следует, что h = h1. В
этом случае будем говорить, что редукция f →G∗ h является полной, f
приводится к нормальной форме h по модулю множества G, и записы‐
вать формулой f →G∗ h.
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Следующая лемма вытекает непосредственно из определений базиса
Гребнера идеала и монотонной редукции относительно множества.

Лемма 8. Конечное множествоG ⊂ I является базисом Гребнера идеа‐
ла I тогда итолькотогда, когда для любого f ∈ I выполняется f →G 0.

Отметим, что нормальная форма относительно монотонной редукции
может не быть нормальной формой в смысле общих редукций, поскольку
может допускать дополнительные (немонотонные) редукции.

ПустьG = {g1, . . . , gm}.

Лемма 9. Если f →G∗ h—монотонная редукция,то существуюттакие
fi,j ∈ A[X], что

• f =
k∑

j=1

m∑
i=1

fi,jgi + h;

• HT
(

m∑
i=1

fi,jgi

)
= HT(fk,jgk) для всех таких пар k, j, что fk,j 6= 0;

• HT
(

m∑
i=1

fi,1gi

)
� HT

(
m∑
i=1

fi,2gi

)
� . . . � HT

(
m∑
i=1

fi,kgi

)
� HT(h).

Доказательство. Следует из определениямонотоннойредукции, как по‐
следовательности простых монотонных редукций. Число k равно количе‐

ству простых редукций, а каждая сумма вида
m∑
i=1

fi,jgi соответствует про‐

стой монотонной редукции.

Определим предупорядочение¹ ≺ на множестве многочленов, согла‐
сованное с допустимым порядком≺ на множестве термов.

Пусть имеется два многочлена f и g. Рассмотрим их разложения по
ненулевым мономам

f =
∑
t∈Tf

λtt и g =
∑
s∈Tg

µss.

¹В определении 1.1.4 предпорядка для произвольного множества нужно исключить
пп.2,3.
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Перепишем эти разложения по убывающим термам (см. формулу (1.12)):

f =
m(f)∑
k=1

αktk и g =
n(g)∑
k=1

βksk,

где
t1 � t2 � . . . � tm(f) и s1 � s2 � . . . � sn(g).

Будем считать что f ≺ g тогда и только тогда, когда f = 0 и g 6= 0 или
существует такое p ∈ N, что выполняются условия²

• 1 ≤ p ≤ n(g),

• если p ≤ m(f), то tp ≺ sp, t1 = s1, . . . , tp−1 = sp−1,

• если p > m(f), то t1 = s1, . . . , tm(f) = sm(f).

При выполнении условий f ≺ g и f 6= 0 такое число p обозначим через
p(f, g), а соответствующий терм tp через t(f, g).

Порядок ≺ индуцирует естественным образом отношение нестрого‐
го порядка �. А именно, f � g тогда и только тогда, когда f ≺ g или
m(f) = n(g) и выполняются равенства t1 = s1, . . . , tm(f) = sn(g). В по‐
следнем случае выполняется равенство Tf = Tg, определяющее отноше‐
ние эквивалентности f ≡ g. Таким образом, f � g тогда и только тогда,
когда f ≺ g или f ≡ g. Для любых многочленов f, g выполняется одно и
только одно из соотношений f ≺ g, g ≺ f или f ≡ g.

Согласно определениям редукции и допустимого порядка из соотно‐
шения f →G h для простой монотонной редукции следует, что HT(f) �
HT(h), а для простой редукции верно соотношение f � h для отношения
порядка� на множестве многочленов.

Лемма 10. Пусть имеется бесконечная счетная невозрастающая по‐
следовательность многочленов из кольца A[X]

f1 � f2 � . . . � fn � . . . . (4.4)

Тогда существует такоеm, что

fm+1 ≡ fm+2 ≡ . . . ≡ fk ≡ . . . .

²Данный предпорядок напоминает лексикографический.
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Доказательство. Пусть утверждение леммы неверно. Тогда существует
строго убывающая подпоследовательность последовательности {fn}

f1,1 � f2,1 � . . . � fn,1 � . . . . (4.5)

Согласно определению порядка� выполняются соотношения

HT(f1,1) � HT(f2,1) � . . .HT(fn,1) � . . . .

Из допустимости порядка� следует существование наименьшего тер‐
ма в последовательности HT(f1,1),HT(f2,1), . . . ,HT(fn,1), . . .. Пусть это
HT(fm1,1). Поэтому,

HT(f1,1) � HT(f2,1) � . . . � HT(fm1,1) = HT(fm1+1,1) = . . . .

Определим последовательность многочленов формулой

fn,2 =

{
fn,1 при n ≤ m1,
fn,1 − HM(fn,1) при n > m1.

Заметим, что выполняется соотношение HT(f1,1) � HT(fm1+1,2).
Согласно определению порядка ≺ на множестве многочленов эта по‐

следовательность строго убывает

f1,2 � f2,2 � . . . � fk,2 � . . . .

Для последовательности {fn,2}, по тем же формулам, что и для последо‐
вательности {fn,1}, строим строго убывающую последовательность {fn,3}
и такое числоm2, для которого выполняется соотношение

HT(fm1+1,2) � HT(fm2+1,3).

Повторяя это построение для каждого натурального i, получим убы‐
вающие последовательности многочленов {fn,i+1} и числа mi, для кото‐
рых выполняются соотношения HT(fmi−1+1,i) � HT(fmi+1,i+1) иmi > mi−1.
Следовательно, бесконечная цепочка термов

HT(f1,1) � HT(fm1+1,2) � HT(fm2+1,3) � . . .
� HT(fmi−1+1,i) � HT(fmi+1,i+1) � . . .

строго убывает, что противоречит предположению о допустимости поряд‐
ка≺ на множестве термов.
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Следующаялеммаутверждает, что последовательность простыхредук‐
ций (простых монотонных редукций) всегда приводит к нормальной фор‐
ме.

Лемма 11. Фиксируем допустимый порядок ≺ на множестве термов.
Тогда для любого конечного подмножества G в кольце многочленов
A[x1, . . . , xn] последовательность простых редукций по G не может
быть бесконечной.

Доказательство. Пусть утверждение леммыневерно. Тогда имеется бес‐
конечная цепочка простых редукций (простых монотонных редукций)

f1 →G f2 →G . . .→G fm →G . . . .

В силу определения редукции выполняются соотношения

f1 � f2 � . . . � fm � . . . .

Но в силу леммы 10 это невозможно. Поэтому цепочка редукций всегда
конечна и, следовательно, всегда приводит к нормальной форме.

Утверждениелеммысправедливоидлямонотонныхредукций.Доказательство
повторяется дословно заменой редукции на монотонную редукцию.

4.3 Определение S‐разности многочленов

Будем считать, что задано множество переменных X и на термах T 〈X〉
задан допустимый порядок≺. Пусть A— кольцо главных идеалов.

Для f, g ∈ A[X] положим

uf,g =
НОК(HM(f),HM(g))

HM(f)
, ug,f =

НОК(HM(f),HM(g))

HM(g)
. (4.6)

Определение 4.3.1. S‐разностью многочленов f и g называется много‐
член

S(f, g) = uf,gf − ug,fg. (4.7)
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Пусть F = {f1, . . . , fm} ⊂ A[x1, . . . , xn] и I = (f1, . . . , fm) — идеал
кольцаA[X]. Тогда для любого f ∈ I и всех i = 1, . . . ,m существуют такие
αi ∈ A[X], что выполняется равенство многочленов

f =
m∑
i=1

αifi. (4.8)

Правую часть соотношения (4.8)³ будем называть формулой разложения f
по множеству F . Отметим, что многочлен f может иметь различные фор‐
мулы разложения по множеству F . Например, пусть X = {x, y}, A = Z,
F = {2x, y, x2} и f(x, y) = 2x2. Тогда имеется бесконечно много различ‐
ных формул разложения f по множеству F , например две такие:

f(x, y) = xf1 + 0 · f2 + 0 · f3 и f(x, y) = 0 · f1 + 0 · f2 + 2 · f3.

Равенство формул разложений означает равенство векторов коэффициен‐
тов (α1, . . . , αn) этого разложения.

Определение 4.3.2. Пусть I — идеал, порожденный множеством F =
{f1, . . . , fm} ⊂ A[x1, . . . , xn]. Главным термом формулы разложения
(4.8) элемента f ∈ I по множеству F называется терм

D

(
m∑
i=1

αifi

)
= max

1≤i≤n
{HT(αi)HT(fi)}.

Всегда выполняется неравенство

HT

(
m∑
i=1

αifi

)
� D

(
m∑
i=1

αifi

)
.

Отметим, что в левой части неравенства выражение
m∑
i=1

αifi представляет

многочлен, а в правой — формулу разложения.

³Формула разложения однозначно определяется вектором (α1, . . . , αm)
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Лемма 12. Пусть F = {f1, . . . , fm} ⊂ A[x1, . . . , xn] — конечное мно‐
жество и A— целостное кольцо главных идеалов. Если при некотором
k ≤ m формула разложения

f =
m∑
i=1

αifi

элемента f ∈ (f1, . . . , fm) по F такова, что αi = 0 при i > k,

d = D

(
k∑

i=1

αifi

)
= HT(α1)HT(f1) = . . . = HT(αk)HT(fk) (4.9)

и
k∑

i=1

HM(αifi) = 0, (4.10)

то существуют мономы β1, . . . , βk−1 и такие многочлены γ1, . . . , γk,
что

f =
k∑

i=1

αifi =
∑

0<i<j≤k

βi,jS(fi, fj) +
k∑

i=1

γifi, (4.11)

причем d � HT(γi)HT(fi) для всех i = 1, . . . , k и d � HT(βi,j)HT(S(fi, fj))
для всех 0 < i < j ≤ k.

Доказательство. Доказательство проведем по индукции. Пусть k = 2,
тогда HT(α1f1) = HT(α2f2) = d и из соотношения (4.10) следует, что

α1f1 + α2f2 = βS(f1, f2) +
2∑

i=1

(αi − HM(αi)) fi = βS(f1, f2) +
2∑

i=1

γifi,

где d = HT(αi)HT(fi) � HT(αi − HT(αi))HT(fi) = HT(γi)HT(fi) при i = 1, 2,
и

HM(α1)f1 + HM(α2)f2 = βS(f1, f2)

и, следовательно, выполняется соотношение d � HT(β)HT(S(f1, f2)).
Пусть возможность разложения по формуле (4.11) доказана для всех

k, не превосходящих s < m. Докажем существование такого разложения
для k = s+ 1.
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Ведем обозначения: HC(αi) = ai, HC(fi) = bi. Поскольку A— кольцо
главных идеалов, для некоторого c0 ∈ A выполняется равенство

(a1b1, . . . , asbs) = (c0).

Следовательно, существуют представления

c0 =
s∑

i=1

diaibi, di ∈ A и aibi = eic0, i = 1, . . . s. (4.12)

Тогда
s∑

i=1

diei = 1. Учитывая соотношения (4.9) и (4.10), получаем, что

для некоторого es+1 ∈ A выполняется соотношение as+1bs+1 = es+1c0.
Поэтому выполняются равенства

s∑
i=1

αifi + αs+1fs+1 =
s∑

i=1

αifi +

(
s∑

i=1

diei

)
αs+1fs+1 =

s∑
i=1

αifi +
s∑

i=1

dieiαs+1fs+1 =

s∑
i=1

(αifi + dies+1αifi) +
s∑

i=1

(dieiαs+1fs+1 − dies+1αifi)

(4.13)

и, учитывая соотношения aibi = c0ei,

HM(c0(dieiαs+1fs+1 − dies+1αifi)) = HM(c0dieiαs+1fs+1)−
HM(c0dies+1αifi) = HM(diaibias+1bs+1d)− HM(dias+1bs+1aibid) = 0.

Поскольку кольцо A— целостное, выполняется равенство

HM(dieiαs+1fs+1 − dies+1αifi) = 0.

Поэтому, согласно начальному шагу индукции для каждого i = 1, . . . , s и
условию (4.9), выполняется равенство

dieiαs+1fs+1 − dies+1αifi = βiS(fi, fs+1) +
s∑

j=1

γi,jfj,
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а βi и γi,j удовлетворяют условиям леммы. Из равенства (4.13) следует, что

s∑
i=1

(1 + dies+1)HM(αifi) = 0.

Для завершения доказательства, достаточно воспользоваться предполо‐
жением индукции для формулы разложения

g =
s∑

i=1

(1 + dies+1)αifi.

В следующей лемме сформулирован критерий Бухбергера.

Лемма 13. Пусть кольцо A является целостным кольцом главных иде‐
алов и конечное множество G ⊂ A[x1, . . . , xn] обладает следующим
свойством:

для любых g1, g2 ∈ G существует редукция к нулю их S‐разности,
т.е. S(g1, g2) →G∗ 0.

Тогда для любого ненулевого элемента идеала I , порожденного множе‐
ствомG, любая его нормальная по модулюGформа нулевая и, следова‐
тельно,G— базис Гребнера идеала I .

Доказательство. Пусть существуют элементы f идеала, порожденного
множеством G = {g1, . . . , gm}, имеющие ненулевые нормальные фор‐
мы. Среди таких нормальных форм выберем многочлен g, имеющий наи‐
меньший старший терм HT(g). Такой многочлен существует, поскольку по‐
рядок на множестве термов является допустимым. Выберем среди всех
разложений элемента g по множествуG разложение

g =
m∑
i=1

αigi (4.14)

с минимальным главным термом d = D

(
m∑
i=1

αigi

)
.
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Выделим теперь в разложении (4.14) элемента g по базису G слагае‐
мые, старшие термы которых равны d. Без ограничения общности

g =
k∑

i=1

αigi +
m∑

i=k+1

αigi, k ≥ 1,

где d = HT(αi)HT(gi) при i ≤ k и d � HT(αi)HT(gi) при i > k. При d = HT(g)
простая редукция

g =
k∑

i=1

αigi +
m∑

i=k+1

αigi →G∗

m∑
i=k+1

αigi = g′

приводит к многочлену g′, имеющему ненулевую нормальную форму по
модулю G, для которого HT(g) � HT(g′), что противоречит определению
многочлена g. Поэтому d � HT(g) и k > 1. Отметим также, что из условия
d � HT(g) следует, что

k∑
i=1

HM(αi)HM(gi) = 0. (4.15)

Из соотношения (4.15) и леммы 12 следует существование таких мно‐
гочленов βi, γj , для которых выполняется соотношение

k∑
i=1

αigi =
k−1∑
i=1

βiS(gi, gi+1) +
k∑

i=1

γigi, (4.16)

причем d � HT(γi)HT(gi) и d � HT(βi)HT(S(gi, gi+1)).
Согласно предположению леммы S(gi, gj) →G∗ 0. Поэтому S(gi, gj) =

m∑
k=1

λk,i,jgk, где λk,i,j —многочлены, причем

HT(S(gi, gj)) � HT(λk,i,j)HT(gk)

для всех i, j, k. Тогда

k−1∑
i=1

βiS(gi, gi+1) =
k−1∑
i=1

βi

m∑
k=1

λk,i,i+1gk =
m∑
k=1

θkgk,
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где θk =
k−1∑
i=1

βiλk,i,i+1, причем d � HT(θkgk). Следовательно, имеется раз‐

ложение

g =
m∑
k=1

θkgk +
k∑

i=1

γigi +
m∑

i=k+1

αigi =
m∑
i=1

(θi + δi)gi, (4.17)

где

δi =

{
γi при 1 ≤ i ≤ k,
αi при k + 1 ≤ i ≤ m,

причем d � D

(
m∑
i=1

(θi + δi)gi

)
. Полученная формула (4.17) противоречит

предположению о минимальности разложения (4.14). Теперь из леммы 8
следует, чтоG является базисом Гребнера идеала I .

Отметим, что в действительности доказано больше, а именно, что мо‐
нотонная нормальная форма любого элемента идеала равна нулю.

Определение 4.3.3. Пусть даны множествоG = {g1, . . . , gm}, элемент
f кольца многочленов P = A[x1, . . . , xn] над кольцом главных идеалов
A, терм t и задано представление

f =
m∑
i=1

αigi, αi ∈ P. (4.18)

Если HT(αigi) � HT(t) для всех i = 1, . . . ,m, то формула (4.18) называ‐
ется t‐представлением многочлена f поG = {g1, . . . , gm}.

Доказательство леммы 13 приводит нас к следствию, усиливающему
критерий Бухбергера.

Следствие 16. Пусть кольцо A является кольцом главных идеалов и для
конечного множестваG ⊂ A[x1, . . . , xn] выполнено свойство:

• для любых g1, g2 ∈ G при некотором t ≺ НОК(HT(g1),HT(g2)) суще‐
ствует t‐представление их S‐разности.
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Тогда для любого ненулевого элемента идеала, порожденного множе‐
ством G, существует простая редукция по G, т.е. любая нормальная
форма произвольного элемента этого идеала нулевая и множество G
является базисом Гребнера идеала, порожденного множествомG.

Следствие 17. ПустьA—кольцо главных идеалов. Следующие свойства
конечного подмножестваG кольца многочленов над A эквивалентны:

• для любых g1, g2 ∈ G при некотором t ≺ НОК(HT(g1),HT(g2)) суще‐
ствует t‐представление их S‐разности;

• для любых g1, g2 ∈ G существует редукция

S(g1, g2) →G∗ 0;

• для любых g1, g2 ∈ G

(S(g1, g2) →G∗ h) ⇒ h = 0;

• множество G является базисом Гребнера идеала, порожденного
множествомG.

Для редукций, не являющихся монотонными, выполняется

Теорема 40. Следующие свойства конечногомножестваG в кольцемно‐
гочленов от n переменных над полем A эквивалентны:

1. нормальная форма любого многочлена относительно G опреде‐
лена однозначно, т.е.

∀f ∈ A[x1, . . . , xn] (f →G∗ h1, f →G∗ h2) ⇒ h1 = h2.

2. для любых g1, g2 ∈ G

(S(g1, g2) →G∗ h) ⇒ h = 0.
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Доказательство. Сначала докажем, что 1 ⇒ 2.
Пусть S(g1, g2) →G∗ h. Тогда определена цепочка редукций

S(g1, g2) →G . . .→G h.

Согласно определению 4.3.1

S(g1, g2) = ug1,g2g1 − ug2,g1g2.

Поэтому
ug1,g2g1 = ug2,g1g2 + S(g1, g2),

т.е.
ug1,g2g1 →G S(g1, g2).

Соединяя две полученные цепочки редукций, получим редукцию

ug1,g2g1 →G S(g1, g2) →G . . .→G h,

т.е.
ug1,g2g1 →G∗ h. (4.19)

С другой стороны ug1,g2g1 →G 0. Следовательно h = 0.
Докажем теперь, что 2 ⇒ 1.
Предположим, что свойство 1 не выполняется для множестваG. Тогда

существует такой многочлен f , что

f →G∗ h1, f →G∗ h2 , h1 6= h2 и HT(h1) � HT(h2).

Тогда определена цепочка простых редукций

f →G f1 . . .→G fk →G h1. (4.20)

Поскольку h2 не редуцируем, цепочке (4.20) соответствует редукция

f − h2 →G f1 − h2 . . .→G fk − h2 →G h1 − h2.

В силу определениянормальнойформы, элементh1−h2—нередуцируем.
Следовательно,

f − h2 →G f1 − h2 . . .→G fk − h2 →G h1 − h2. (4.21)

Согласно построению, элемент h1 − h2 принадлежит идеалу, порож‐
денному множествомG. Поэтому из свойства 2 и леммы 13 следует реду‐
цируемость многочлена h1 − h2, что противоречит формуле (4.21).
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Следствие 18. Приведение к нормальной форме по базису Гребнера идеа‐
ла в кольце многочленов над полем k определяет гомоморфизм вектор‐
ных k‐пространств

φ : k[x1, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn].

Доказательство. Пусть G — базис Гребнера идеала I . Отображение φ
зададим формулой φ(f) = h, где f →G∗ h. Проверим гомоморфность.

Пусть f →G∗ h1 и g →G∗ h2. Из определения полной редукции следует,
что суммаh1+h2 нередуцируема. Пусть (f+g) →G∗ h. Тогдаh−(h1+h2) ∈
I . Поэтому h − (h1 + h2) →G∗ 0 и, следовательно, учитывая нередуци‐
руемость h1, h2 иh получаем равенство h − (h1 + h2) = 0, что означает
равенство φ(f + g) = φ(f) + φ(g).

Пусть теперь f →G∗ h и α ∈ k. Тогда αf →G∗ αh и, следовательно,
φ(αf) = αh = αφ(f).

Замечание 4.3.1. При рассмотрении идеала над кольцом главных
идеалов сумма нередуцируемых многочленов, а также произве‐
дение нередуцируемого многочлена на элемент кольца может
уже быть редуцируемым многочленом, и в этом случае отобра‐
жение φ уже не будет гомоморфизмом A‐модулей.

Для монотонных редукций выполняется следующее утверждение.

Теорема 41. Следующие свойства конечногомножестваG в кольцемно‐
гочленов над полем эквивалентны:

1. старшие мономы нормальной формы относительно монотонных
редукций любого многочлена определены однозначно⁴

∀f ∈ A[x1, . . . , xn] (f →G∗ h1, f →G∗ h2) ⇒ HM(h1) = HM(h2).

2. для любых g1, g2 ∈ G и монотонных редукций

(S(g1, g2) →G∗ h) ⇒ h = 0.

⁴для немонотонных редукций недостаточно совпадения старших мономов.
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Далее редукции не предполагаются монотонными.

Определение 4.3.4. Базис Гребнера F = {f1, . . . , fk} называется приве‐
денным, если из fi →F ∗

i
h, где Fi = F \ {fi}, следует, что h = fi.

Теорема 42. Приведенный базис Гребнера идеала в кольце многочленов
надполемотносительнодопустимого порядка�определеноднозначно
с точностью до множителей из поля.

Доказательство. Будем считать, что коэффициенты при старших термах
равны 1.

Существование. Выберем произвольный базис Гребнера F идеала I и
рассмотрим множество TF всех старших термов многочленов из F конеч‐
ное множество. Каждому терму t ∈ TF сопоставим многочлен из множе‐
ства F со старшим термом t и составим из всех этих многочленов мно‐
жество F0 = {f1, . . . , fm}. Поскольку множество старших термов мно‐
жества F0 совпадает с TF , то согласно определению 4.1.1 множество F0

также является базисом Гребнера идеала I . Без ограничения общности,
HT(f1) � . . . � HT(fm). Положим Fi = F0 \ {fi} и fi →F ∗

i
gi. Тогда

HT(gi) = HT(fi) и элементы gi удовлетворяют условиюям определения
4.3.4 и, следовательно, составляют приведенный базис Гребнера идеала
I .

Единственность. Пусть G = {g1, . . . , gk} и G′ = {g′1, . . . , g′m} — два
приведенных базиса идеала I , элементы которых перенумерованы в по‐
рядке убывания старших термов. Если gk 6= g′m и, например, HT(gk) �
HT(g′m), то элемент g′m принадлежит идеалу, но его старший терм не де‐
лится ни на один старший терм из базиса G, что противоречит определе‐
нию базиса Гребнера. Следовательно, HT(gk) = HT(g′m). Если gk 6= g′m, то
разность gk− g′m принадлежит идеалу и ее старший терм не делится ни на
один из старших термов многочленов из G и G′, что противоречит опре‐
делению базиса Гребнера. Следовательно, gk = g′m.

Повторяя это рассуждение для элементов gk−1 и g′m−1, получаемих сов‐
падение. И так до тех пор, пока не переберем все элементы одного из
множеств G или G′. Теперь пусть k > m. Тогда из g1 →G‘∗ 0 следует, что
g1 →G∗

1
0. Поэтому g1 = 0 и, следовательно, k = m иG = G′.
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4.4 Оценка степени нормальной формы много‐
члена

Согласно теореме 2 положительная рациональная матрица A определяет
допустимое упорядочение�A намножестве термовT 〈X〉. ПустьN—мак‐
симум числителей и наименьшего общего кратного знаменателей непри‐
водимых дробей, представляющих элементы матрицы A, иWB — рацио‐
нальная форма, заданная формулой

WB(v) =
n∑

i=1

ωi(v) ·Bn−i (4.22)

(см. формулу (1.11)). Согласно следствию 4 отношение порядка t �A s эк‐
вивалентно отношениюWB(t) > WB(s) для термов степени не вышеM
для B = nN2M . Поскольку согласно теореме 39 степень элементов бази‐
са Гребнера идеала, порожденного многочленами степени не более чем

d, не выше чем
(
d2

2
+ d

)2n−1

, при

B = 2nN2

(
d2

2
+ d

)2n−1

.

отношение�A определяется формойWB.

Теорема 43. Пусть I ⊂ K[X] — идеал в кольце многочленов над полем
K, порожденный многочленами степени не выше d. Тогда для любого
многочлена h ∈ K[X] степень его нормальной формы относительно
базиса Гребнера идеала I для упорядочения�A не превосходит((

2n

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2n deg(h)

)n+1

.

Доказательство. Отметим, что согласно следствию 4 и теореме 39 для
сравнения термов многочленов, составляющих базис Гребнера G идеала
I относительно упорядочения�A можно использовать формуWB.
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Рассмотрим монотонную редукцию многочлена h ∈ K[X] к нормаль‐
ной форме относительноG

h→G h1 →G . . .→G hk. (4.23)

Согласно определению формыWB для любого многочлена g ∈ G и любо‐
го терма t многочлена g для всех термов s ∈ T 〈X〉 выполняются неравен‐
стваWB(sHT(g)) ≥ WB(st), длямонотонной редукции (4.23) выполняются
неравенства

WB(HT(h)) ≥ WB(HT(h1)) ≥ . . . ≥ WB(HT(hk)).

Поэтому

M = max
t∈Th⟨X⟩

{WB(t)} ≥ max
t∈Th1

⟨X⟩
{WB(t)} ≥ . . . ≥ max

t∈Thk
⟨X⟩

{WB(t)}.

Пусть t—терммногочлена h, для которого значениеWB(t) достигает мак‐
симумаM . Тогда согласно формуле (4.22) и условию B ≥ 2

WB(t) =
n∑

i=1

ωi(t) ·Bn−i ≤
n−1∑
i=0

BiN deg(h) ≤ BnN deg(h). (4.24)

Для любого терма s = xv11 · . . . · xvnn

WB(s) ≥ ωn(s) =
n∑

i=1

mi,n

ni,n

vi ≥
v1 + . . .+ vn

N
=

deg(s)
N

.

Поэтому из неравенстваWB(s) ≤ WB(t) следует, что

deg s
N

≤ BnN deg(h)

или, эквивалентно,
deg s ≤ BnN2 deg(h).

Количество термов степени не выше k не превосходит kn, поэтому коли‐
чество термов s, для которых выполняются соотношения WB(s) ≤ M =
WB(t), не превосходит(

BnN2 deg(h)
)n

=

((
2nN2

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2 deg(h)

)n

.
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Поскольку длина редукции (4.23) не превосходит числа термов s, для ко‐
торыхWB(s) ≤M , ее длина не более((

2nN2

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2 deg(h)

)n

. (4.25)

Поскольку на каждомшаге редукции (4.23) степеньмногочлена возрастает
не более чем на максимальную степень многочлена из базиса Гребнера, а
число такихшагов оценивается формулой (4.25), степень нормальнойфор‐
мы многочлена h не превосходит

2

((
2nN2

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2 deg(h)

)n

·
(
d2

2
+ d

)2n−1

+ deg(h)

и, следовательно, не более((
2n

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2n deg(h)

)n+1

.



Глава 5

Алгоритмы нахождения базиса
Гребнера

Пусть X = {x1, . . . , xn} — множество переменных и A— нетерово ком‐
мутативное кольцо главных идеалов. Выберем допустимый порядок� на
T 〈X〉.

5.1 Алгоритм Бухбергера

Теорема44. (КритерийБухбергера).МножествомногочленовG ⊂ A[X]
является базисом Гребнера идеала (G), тогда и только тогда, когда S‐
разность любой пары многочленов g1, g2 изG редуцируема к нулю, т.е.

S(g1, g2) →G∗ 0. (5.1)

Доказательство. Необходимость.ПустьG—базис Гребнера идеала, по‐
рожденного самим множеством G. Как следует из леммы 11, для любой
пары многочленов g1, g2 из множества G существует такой нередуцируе‐
мый многочлен h ∈ (G), для которого выполняется соотношение

S(g1, g2) →G∗ h.

Предположим, что h 6= 0. Тогда его старший моном ненулевой и, согласно
определению базиса Гребнера приводим, а это противоречит нередуци‐
руемости многочлена h. Следовательно, h = 0.

104
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Достаточность. Следует из леммы 13.

5.1.1 Сизигии старших членов

Чтобы уменьшить количество проверок 5.1 рассмотрим следующую кон‐
струкцию.

Определение 5.1.1. ПустьF = (f1, . . . , fm) ∈ A[X]m. Сизигией старших
членов F называется такой S = (h1, . . . , hm) ∈ A[X]m, что

m∑
i=1

hiHM(fi) = 0.

Множество всех сизигий старших членов F будем обозначать S(F ). В
дальнейшем сизигию старших членовF будем называть просто сизиги‐
ей.

Согласно определению 5.1.1 выполняется включение S(F ) ⊂ A[X]m.
Рассматривая A[X]m как A[X]‐модуль, получаем представление S =
m∑
i=1

hiei, где ei, i = 1, . . . ,m, — стандартный A[X]‐базис в A[X]m.

Очевидно, S(F ) является подмодулемA[X]‐модуляA[X]m. Формула (4.7)
может быть записана с использованием сизигий в виде скалярного произ‐
ведения

S(fi, fj) = Sfi,fj · F, (5.2)

где Sfi,fj = ufi,fjei − ufj ,fiej ∈ S(F ). Сизигии Sfi,fj ∈ S(F ) называются
критическими.

Определение 5.1.2. Сизигия S ∈ S(F ) называется однородной степени
ω ∈ Zn

+, если

S = (c1x
ω1 , . . . , cmx

ωm) =
m∑
i=1

cix
ωiei, ωi ∈ Zn

+,

где ci ∈ A и HT(xωifi) = xω при ci 6= 0. Положим также по определению
deg ei = HT(fi).
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Определение 5.1.3. Старшим термом критической сизигии σ = Sfi,fj

называется ufi,fjei, если deg ei � deg ej или ufj ,fiej в противном случае.
Другое слагаемое этой сизигии Sfi,fj называется ее младшим термом.
Старший терм обозначим через HT(σ), а младший — LT(σ).

В силу определения 5.1.2 для всех i = 1, . . . ,m выполняется равенство
degS = ωi + deg ei. В частности сизигии Sfi,fj из формулы (5.2) являются
однородными и degSfi,fj = degufi,fj + deg ei = degufj ,fi + deg ej .

Лемма 14. Сизигии S(F ) допускают единственное представление в ви‐
де суммы однородных сизигий.

Доказательство. Пусть S = (h1, . . . , hm) ∈ S(F ). Для каждого ω ∈ Zn
+

определим hi,ω как слагаемое многочлена hi, для которого deg(hi,ωfi) =
ω. Тогда согласно определению сизигии Sω = (h1,ω, . . . , hm,ω) также явля‐
ется сизигией и выполняется соотношение S =

∑
ω∈Zn

+

Sω. Единственность

такого представления очевидна.

Из доказательства леммы 12 следует

Лемма 15. Пусть A — нетерово кольцо главных идеалов. Тогда любая
однородная сизигия S представима в виде суммы S =

∑
1≤i<j≤m

gi,jSfi,fj ,

где gi,j —однородныемногочлены, причем gi,j = 0приdegS 6= deg(gi,jSfi,fj).

Следующая лемма уточняет критерий Бухбергера из леммы 13.

Следствие 19. Базис G = {g1, . . . , gm} является базисом идеала I =
(g1, . . . , gm) тогда и только тогда, когда для каждого элемента S =
(h1, . . . , hm) из однородного базиса пространства сизигий S(G) выпол‐
няется соотношение

S ·G→G∗ 0.

Доказательство. Следует из леммы 16.
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5.1.2 Алгоритм Бухбергера

В данном разделе рассматриваются не только монотонные, но и общие
редукции.

Введемнекоторыеобозначения. Рассмотримпроизвольноемножество
M . Обозначим через FS(M) множество всех конечных подмножеств F ⊂
M с нумерацией, т.е.F = {f1, . . . , fk}. В случаеM = A[X] для обозначе‐
ния множества FS(A[X]) будем использовать запись FS .

Фиксируем некоторый линейный порядок < на кольце многочленов
A[X]. В множестве FS(F × F ), где F ∈ FS выделим подмножество мно‐
жества пар

FP = {H ∈ FS(F × F ) | (f, g) ∈ H ⇒ f < g}.

Функцию упорядочения пар sym : A[X]×A[X] → A[X]×A[X] определим
формулой

sym(p, q) =


(p, q) при p < q,
(q, p) при q < p,
(p, q) при p = q.

(5.3)

Опишем процедуры, используемые в алгоритме Бухбергера.

1. Процедура формирования множества пар вычисляет функцию Q :
FS → FP , которая для любого конечного упорядоченного множе‐
ства H = {h1, . . . , hk}, H ⊂ A[X], порядок в котором задан нуме‐
рацией его элементов, строит множествоQ(H), Q(H) ⊂ H ×H , по
формуле

Q(H) = {(hi, hj) ∈ H ×H | i < j}.

2. ВычислениеS‐разностимногочленовиз конечногомножестваQ(H) ⊂
A[X]×A[X]. Результатом этой операции является конечное множе‐
ство F ⊂ A[X], где F = S(H) и S : A[X]×A[X] → A[X]—функция
S‐разности многочленов. Таким образои, определено отображение
S : FP → FS .

3. Редукция конечного множества многочленов к нормальной форме
относительно конечного множества многочленов

R : FS × FS → FS.
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Пусть (F,G) ∈ FS × FS . Для каждого f ∈ F выберем полную редук‐
цию (см. определение 4.2.2)

f →G∗ hf .

Будем полагать

R(F,G) = {hf | f ∈ F, f →G∗ hf , hf 6= 0}.

Для вычисление базиса Гребнера применяется следующая итератив‐
ная схема.

Метод Бухбергера.

• Вход: конечное множество F = {f1, . . . , fm} многочленов.

• Выход: базис ГребнераG идеала I = (f1, . . . , fm).

Шаг 1. k := 1,G1 = F ,H1 := Q(F ),M1 := S(H1),N1 := R(M1, G1);

Шаг 2. ПриNk = ∅ положитьG := Gk и перейти к шагу 9;

Шаг 3. l := k, k := k + 1;

Шаг 4. Hk := (Gl ×Nl) ∪Q(Nl)—формирование множества пар;

Шаг 5. Gk := Gl ∪ Nl — добавление к Gl нормальных форм S‐разностей
пар многочленов из множестваHl;

Шаг 6. Mk := S(Hk) — вычисление S‐разности пар многочленов множе‐
стваHk;

Шаг 7. Nk := R(Mk, Gk) — полная редукция множества многочленов Mk

относительно множества многочленовGk.

Шаг 8. Перейти к шагу 2.

Шаг 9. Завершение алгоритма. Результат алгоритма — множествоG.
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Для любого конечного множества многочленов F алгоритм завершает
вычисление спустя конечное числошагов k, поскольку в противном случае
строго возрастающей последовательности множеств образующих Gk со‐
ответствовала бы строго возрастающая цепочка мономиальных идеалов с
базисами HT(Gk), которая, согласно теореме 8, всегда конечна.

Замечание 5.1.1. Поскольку при поиске базиса Гребнера с помо‐
щью алгоритма Бухбергера выполняется конечное число шагов,
все многочлены, участвующие в вычислении, имеют конечную
степень, ограниченную некоторым числом m. Это число m зави‐
сит от выбранного порядка и заданного конечного базиса идеала
I . Согласно теореме 4 допустимое упорядочение может быть за‐
дано некоторой рациональной матрицей.

Теорема 45. Задача нахождения базиса Гребнера в кольце многочленов
наднетеровымкольцомглавныхидеалов являетсяалгоритмически раз‐
решимой.

В приведенном алгоритме имеются избыточные операции. Для опти‐
мизации алгоритма можно уменьшить множество выбранных пар, исклю‐
чив ненужные пары, не приводящие к новым элементам базиса. Для этого
необходимо модифицировать схему вычислений множествMk и Hk. Для
достижения этой цели потребуются критерии исключения лишних пар в
множествахHk.

Лемма 16. (Первый критерий Бухбергера.) Если p, q ∈ G и
НОД(HM(p),HM(q)) = 1, то S(p, q) →{p,q}∗ 0.

Доказательство. Из условия p, q ∈ G следует, что up,q = HM(q) и uq,p =
HM(p). Положим

α = p− HM(p) и β = q − HM(q).

Заметим, что HM(p) � HM(α) и HM(q) � HM(β). Представим многочлены
α и β в виде сумм мономов по убыванию термов

α = a1 + . . .+ amp , β = b1 + . . .+ bmq .
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Тогда

S(p, q) = up,qp− uq,pq = (q − β)p− (p− α)q = αq − βp,

и при этом для всех 0 < i ≤ mp и 0 < j ≤ mq выполняется aiHM(q) 6=
bjHM(p). Следовательно, имеется редукция

S(p, q) = αq − βp→{p,q}∗ 0,

заданная представлением

S(p, q) = a1q + . . .+ ampq − b1p− . . .− bmqp.

Теперь можно сформулировать второй критерий Бухбергера.

Лемма 17. Пусть p, q, s ∈ A[X] и выполняются соотношения

HM(r) | НОК(HM(p),HM(q)), (5.4)

то сизигия Sp,q представляется в виде

Sp,q = aSr,q − bSr,p,

где a и b—мономы.

Доказательство. Рассмотрим произвольную тройку многочленов p, q, r,
для которой выполнено условие

HM(r) | НОК(HM(p),HM(q)) (5.5)

Пустьd = НОД(HM(p),HM(q)). Тогдаимеются такиеразложенияHM(p) =
dt и HM(q) = ds, что мономы s и t взаимно просты. Из условия (5.5) сле‐
дует, что HM(r) = d1t1s1, где d1 | d, t1 | t и s1 | s. Тогда

HM(r) = d1t1s1,
HM(p) = d1d2t1t2,
HM(q) = d1d2s1s2.

(5.6)
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Из соотношений (5.6) получаем

vS(r, p) = d2t2r − s1p,
uS(r, q) = d2s2r − t1q,

где u = НОД(t1, d2) и v = НОД(s1, d2). Поэтому

S(p, q) = s1s2p− t1t2q
= s2(s1p− d2t2r) + s2d2t2r − t2(t1q − d2s2r)− t2d2s2r
= t2uS(r, q)− s2vS(r, p).

Из леммы 17 и следствия 19 получаем, что сизигия Sp,q может быть ис‐
ключенаиз критерияприводимости критических пар в алгоритмеБухбергера.

Второй критерий Бухбергера можно обобщить, построив произволь‐
ный базис в A[X]‐модуле сизигий S(F ), где F — конечное подмноже‐
ство многочленов. Варианты таких обобщений описаны в работах [Cab04]
и [СВ12], однако приведенные в этих работах определения и доказатель‐
ства неполны.

Далее будем предполагать, что кольцо коэффициентов A является по‐
лем. Введем несколько обозначений. Пусть F = {f1, . . . , fm} ⊂ A[X].
Положим T (F ) = {t1, . . . , tm}, где ti = HT(fi). Поскольку A — поле, то
без ограничения общности можно считать, что HM(fi) = ti. При i < j по‐
ложим Sfi,fj = αi,jei + βi,jej . Обозначим множество критических сизигий
для F черезΣ. Согласно лемме 15 множествоΣ является однородным ба‐
зисом A[X]‐модуля S(F ). Введем обозначение

Σω = {s ∈ Σ | deg s ≺ ω}, ω ∈ Zn
+.

Определение 5.1.4. Однородная сизигия s степени ω ∈ Zn
+ называется

разложимой, если выполняется соотношение

s =
∑
σ∈Σω

cσtσσ, ω = deg(tσσ), tσ ∈ T (A[X]), cσ ∈ A.

Непосредственно из определения 5.1.4 следует
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Лемма 18. Сумма разложимых однородных сизигий одинаковой степени
разложима.

Из определения 5.1.4 и леммы 18 следует

Лемма19. ПустьΣω
0 —подмножествомножествавсех разложимыхкри‐

тических сизигий размерности ω ∈ Zn, Σ′
ω = Σω ∪ Σω

0 , s— однородная
сизигия размерности ω и

s =
∑
σ∈Σ′

ω

cσtσσ, ω = deg(tσσ), tσ ∈ T (A[X]), cσ ∈ A. (5.7)

Тогда сизигия s— разложима.

В дальнейшем количество ненулевых элементов cσ в разложении (5.7)
будем называть длиной этого разложения.

Лемма20. Пусть заданычислоk, подмножествоL = {l1, . . . , lp} в {1, . . . ,m}\
{k}, ω ∈ Zn и такая однородная сизигия s размерноcти ω

s =
∑
i∈L

aitiSfi,fk , ti ∈ T (A[X]), deg(tiSfi,fk) = ω,

что ai 6= 0 при i ∈ L и
∑
i∈L

ai = 0. Тогда имеется разложение

s =

p−1∑
i=1

(
i∑

j=1

alj

)
uiSfli ,fli+1

, ui ∈ T (A[X]).

Доказательство. Согласно определению критических сизигий имеем

Sfi,fj = ui,jefi − uj,iefj ,

причем degSi,j = degui,j + deg efi = deguj,i+ deg efj , ui,j, uj,i ∈ T (A[X]).
По условиюлеммыдля всех i ∈ L выполняются равенства deg ti+degui,k+
deg efi = ω и, следовательно, для всех пар i, j ∈ L, i 6= j

tiSfi,fk − t2Sfj ,fk = ti(ui,kefi − uk,iefk)− tj(uj,kefj − uk,jefk) =
(tiui,kefi − tjuj,kefj) + (tjuk,j − tiuk,i)efk = tiui,kefi − tjuj,kefj =

ti,jSfi,fj , где ti,j = xω−degSfi,fj .
(5.8)
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Сдедовательно,

s =
∑
i∈L

aitiSfi,fk =
s−1∑
i=1

(
i∑

j=1

alj

)
(tliSfli ,flk

− tli+1
Sfli+1

,flk
) =

s−1∑
i=1

(
i∑

j=1

alj

)
tli,li+1

Sfli ,fli+1
.

Лемма 21. Множество неразложимых критических сизигий Σ∗ получа‐
ется с помощью алгоритма:

• Шаг 1. S := Σ.

• Шаг 2. Найти сизигию s ∈ S, представимую в виде s = tuu + tvv,
где ∀w ∈ {u, v} ⊂ Σ выполняется tw ∈ T (A[X]) и либо deg tw � 1,
либо deg tw = 1 и w /∈ S.

• Шаг 3. Если сизигия s найдена, то S := S \ {s} перейти к шагу 2.

• Шаг 4. Σ∗ := S.

Доказательство. Без ограниченияобщностиможно считать, что deg f1 ≺
deg f2 ≺ . . . ≺ deg fm. Определим порядок< на Σ формулой:

σ1 < σ2 ⇔ (HT(σ1) < HT(σ2) ∨ (HT(σ1) = HT(σ2) ∧ LT(σ1) < LT(σ2))).

Согласнолемме5.1.4 всеисключаемые сизигииразложимы.Достаточно
проверить, что будут исключены все разложимые сизигии. Пусть это не
так. Выберем вмножествеΣ∗ разложимую сизигиюSfi,fj наименьшей сте‐
пени ω, минимальную относительно порядка <. Из ее возможных разло‐
жений вида (5.7), для которых Σω

0 = Σω \ Σ∗, выберем разложение наи‐
меньшей длины. В этом разложении выберем максимальное относитель‐
но порядка < ненулевое слагаемое cσ0tσ0σ0, где σ0 = Sfk,fl и k > l. Тогда
j ≤ k.

При i < j положим Sfi,fj = αi,jei + βi,jej .
Пусть j = k > l. Тогда из равенства (5.7) и леммы 20 следует, что

Sfi,fj = tσ0Sfl,fj + t2Sfi,fl = t2Sfi,fl − tσ0σ0. Если t2 6= 1, то сизигия Sfi,fj
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должна быть удалена на шаге 3 и, следовательно, не принадлежит Σ∗.
Пусть t2 = 1, тогда Sfi,fl = Sfi,fj + tσ0σ0. Тогда, поскольку i < j и l < j, то
Sfi,fl < Sfi,fj и имеется разложение

Sfi,fl = (cσ0 − 1)tσ0σ0 +
∑

σ∈Σ′
ω ,σ ̸=σ0

cσtσσ,

что противоречит свойству минимальности сизигии Sfi,fj .
Следовательно, k > j > i. Положим

Σω(σ0) = {σ ∈ Σ′
ω | HT(tσσ) = tσ0t0ek, cσ 6= 0}.

Из соотношения (5.7) и неравенства k > j > i следует, что∑
Sfl,fk

∈Σω(σ0) |k>l

cSfl,fk
tSfl,fk

αl,kek = 0.

Поэтому ∑
Sfl,fk

∈Σω(σ0) |k>l

cSfl,fk
= 0.

Тогда к разложению ∑
Sfl,fk

∈Σ′
ω |k>l

cSfl,fk
tSfl,fk

Sfl,fk (5.9)

применима лемма 20, позволяющая получить новое разложение∑
Sfl,fk

∈Σω(σ0) |k>l

cSfl,fk
tSfl,fk

Sfl,fk =
∑

Sfi,fk
∈Σ′

ω |i<k,j<k

dSfi,fj
tSfi,fj

Sfi,fj ,

(5.10)
имеющееменьшее число ненулевых слагаемых. Поэтому, заменяя слагае‐
мые вида (5.9) в разложении (5.7) с помощьюформулы (5.10) получаемно‐
вое разложение сизигии s, имеющее меньшее число слагаемых, что про‐
тиворечит выбору этой сизигии.

Из леммы 21 следует, что Σd = Σ \ Σ∗ —множество всех разложимых
критических сизигий, а из алгоритма построенияΣ∗ вытекает, чтоΣ∗ явля‐
ется базисом пространства сизигий S(G). При доказательстве леммы 21
был также определен порядок< на множестве критических сизигий.
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Лемма 22. Простая редукция относительно множества Σd и порядка
< на множестве критических сизигий преобразует элемент σ ∈ Σ∗ в
σ′ ∈ Σ∗.

Доказательство. Пусть
σ →Σd

σ′.

Тогда σ′ ∈ Σ и выполняется равенство σ′ = σ − σ1, где σ1 ∈ Σd. Пусть
σ′ ∈ Σd. Тогдаσ = σ′+σ1 ∈ Σd, что противоречит условиюσ ∈ Σ∗ = Σ\Σd.
Следовательно, σ′ ∈ Σ∗.

Поэтому определена полная редукция сизигий из множества Σ∗ от‐
носительно множества разложимых сизигий Σd, задающая отображение
Σ∗ → Σ∗. Образ этого отображения обозначим через Σ∗∗. Относительно
этого множества справедлива

Лемма23. МножествоΣ∗∗ являетсябазисомA[X]‐модуля сизигийS(F ),
и при выполнении соотношения∑

σ∈Σ∗∗(ω)

aσσ =
∑
σ∈Σd

pσσ, где Σ∗∗(ω) = {σ ∈ Σ∗∗ | degσ = ω}, aσ ∈ A,

(5.11)
всегда ∑

σ∈Σd

pσσ = 0.

Доказательство. Пусть это не так. Среди разложений вида (5.11) выбе‐
рем соотношение, с ненулевой правой частью минимальной длины. Без
ограничения общности можно считать, что deg(pσσ) = ω и pσ — моно‐
мы. Высотой критической сизигии σ = αef + βeg будем называть ef , если
f � g, или eg в противном случае. Высоту сизигии σ обозначим через V(σ).
Положим

L = {σ ∈ Σd |pσ 6= 0},

e = max
σ∈L

V(σ),

и
L0 = {σ ∈ L | V(σ) = e}.
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Тогда из определения Σ∗∗ следует, что

∀αef + βeg ∈ Σ∗∗ ∀τ ∈ L ef 6= e, eg 6= e.

Поэтому из условия (5.11) следует, что
∑
σ∈L0

pσHTσ = 0 и, следовательно,

можно воспользоваться леммой 20 для разложения

s =
∑
σ∈L0

pσσ

и получить разложение

s =
∑
σ∈L1

qσσ, где L1 ⊂ Σd,

меньшей длины. Следовательно, имеется соотношение вида (5.11), с пра‐
вой частью меньшей длины.

ДлялюбогоL ⊂ Σ∗∗ определенмаксимальныйэлемент вL. Обозначим
этот элемент черезM(L).

Лемма 24. Пусть Σ∗∗∗ — результат следующего алгоритма:

• Шаг 1. S∗∗∗ := ∅, T := Σ∗∗.

• Шаг 2. Пусть σ — нормальная форма (см. определение 4.2.2) эле‐
ментаM(T ) относительно множества T \ {M(T )}.

• Шаг 3. Если σ 6= 0, то S∗∗∗ := S∗∗∗ ∪ {σ}.

• Шаг 4. T := T \M(T ).

• Шаг 5. Если T 6= ∅ перейти к шагу 2.

• Шаг 6. Σ∗∗∗ := S∗∗∗.

Тогда Σ∗∗∗ является минимальным базисом A[X]‐модуля сизигий S(F ).
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Доказательство. Каждый раз на шаге 4 данного алгоритма множество
сизигий S∗∗∗ ∪ T является базисом A[X]‐модуля сизигий S(F ). Поэтому
достаточно доказать минимальность базиса Σ∗∗∗.

ПустьΣ∗∗ = {s1, . . . , sk}. Достаточно доказать, что любая однородная
линейная комбинация элементов из Σ∗∗ неразложима. Пусть это не так.
Тогда среди множества разложимых линейных комбинаций из множества
Σ∗∗ выберем однородные разложения, имеющие минимальную степень
ω:

k∑
i=1

αisi =
∑

Sk,l∈Σω

hk,lSk,l. (5.12)

(5.12)
Опишем процедуру дальнейшего сокращения множества Tn ∈ FP , фи‐

гурирующего в описании алгоритма Бухбергера, т.е. преобразование

A : FP → FP . (5.13)

• Вход: КонечныемножестваG = {g1, . . . , gm} ⊂ A[X]иΣ = {Sgi,gj | i <
j}.

• Выход: Множество Σ∗∗ ⊂ Σ — минимальная система образующих
A[X] ‐модуля сизигий S(G).

Шаг 1.M := Σ; k := 2;

Шаг 2. Исключить из S все сизигии Sgi,gj , такие, что i < j < k и
HT(gk)|НОК(HT(gi),HT(gj));

Шаг 3. Исключить из S все сизигии Sgj ,gk , j < k, такие, что при неко‐
тором i < k, HT(gk) ∤ НОК(HT(gi),HT(gj)), НОК(HT(gi),HT(gk)) 6=
НОК(HT(gj),HT(gk)) и НОК(HT(gi),HT(gk))|НОК(HT(gj),HT(gk));

Шаг 4. Исключить изS все сизигииSgi,gk , j < k, такие, что принекото‐
ром i < j < k, HT(gk) ∤ НОК(HT(gi),HT(gj)) и НОК(HT(gi),HT(gk)) =
НОК(HT(gj),HT(gk));
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Шаг 5. k := k + 1;

Шаг 6. Если k ≤ m, перейти к шагу 2.

Шаг 7. Окончание алгоритма.

Длядоказательства корректности алгоритмадостаточно воспользовать‐
ся следствием 19 и леммой 17. На шаге 2 алгоритма исключаются сизигии
согласно второму критерию Бухбергера.

Будем использовать переменные G,P,M,N , значениями которых яв‐
ляются подмножества множеств A[X] и A[X] × A[X]. Конечное подмно‐
жество F ⊂ A[X] задает базис идеала I ⊂ A[X]. Требуется найти базис
Гребнера этого идеала. Пусть имеется оракулA, сокращающий количество
пар: A : FP → FP , A(T ) ⊂ T . Согласно следствию 19 достаточно, чтобы
множество критических сизигий для множества пар из A(T ) ⊂ T состав‐
ляло базис всех сизигий для рассматриваемого базисаGi идеала I .

Модифицированный метод Бухбергера.

• Вход: конечное множество F = {f1, . . . , fm} многочленов.

• Выход: базис ГребнераG идеала I = (f1, . . . , fm).

Шаг 1. k := 1, G1 = F , T1 := Q(F ), P1 := A(T1), M1 := S(P1), N1 :=
R(M1, G1);

Шаг 2. ПриNk = ∅ положитьG := Gk и перейти к шагу 9;

Шаг 3. l := k, k := k + 1;

Шаг 4. Pk := A((Gl ×Nl) ∪Q(Nl))—формирование множества пар;

Шаг 5. Gk := Gl ∪ Nl — добавление к Gl нормальных форм S‐разностей
пар многочленов из множества Tl;

Шаг 6. Mk := S(Pk)—вычислениеS‐разности пармногочленовмножества
Pk;

Шаг 7. Nk := R(Mk, Gk) — полная редукция множества многочленов Mk

относительно множества многочленовGk.
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Шаг 8. Перейти к шагу 2.

Шаг 9. Завершение алгоритма. Результат алгоритма — множествоG.

Отличие данного модифицированного алгоритма от представленного
выше алгоритма Бухбергера только в выборе пар Pi ⊂ Ti. Мы не уточня‐
ем здесь, как найти Pi. Уменьшить Ti можно, используя первый критерий
Бухбергера из леммы 16, удалив пары (p, q), удовлетворяющие условию
НОД(HM(p),HM(q)) = 1.

5.2 Метод Фожера F4

Описание метода Фожера F4 взято из работы [Fau99] .
Введем обозначения, используемые при описании алгоритма. ПустьA

—кольцо,R = A[X]—кольцомногочленов намножестве переменныхX ,
F = {f1, . . . , fk} ⊂ R— конечное множество многочленов и ≺— допу‐

стимое упорядочение на множестве термов T 〈X〉. Положим TF =
k⋃

i=1

Tfi .

Упорядоченное (по убыванию относительно �)множество термов TF бу‐
дем обозначать как

T≻(F ) = [t1, . . . , tm].

Следовательно,m—количество элементовмножестваTF и t1 � . . . � tm.
Для краткости множество T≻(F ) будем обозначать через T (F ).

Определение 5.2.1. ПустьM —матрица размера k ×m, состоящая из
элементов Mi,j ∈ A, TM = [t1, . . . , tm] — упорядоченное множество
термов на множестве переменныхX и e1, . . . , em — стандартный ба‐
зис в модуле Am. Рассмотрим линейное отображение φ : VTM

→ Am

(VTM
— подмодуль A‐модуля A[X], порожденный элементами TM ), за‐

данное формулой φ(ti) = ei. Обратное преобразование обозначим через
ψTM

. Отображение ψTM
позволяет интерпретировать векторы из Am

как многочлены. В частности, строки матрицыM можно интерпрети‐
ровать как многочлены. Обозначим через (M,TM) матрицуM с такой
интерпретацией.
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Определение5.2.2. Строкамматрицы (M,TM) сопоставиммножество
многочленов

r(M,TM) = {ψTM
(Mi) | i = 1, . . . , s}\{0},

гдеMi — i‐я строка матрицыM .
Для каждого списка многочленов F = {f1, . . . , fk} и упорядоченно‐

го множества термов T (F ) = [t1, . . . , tm] сопоставим k ×m‐матрицу
M (F,TF ). ЭлементомMi,j этой матрицы является коэффициент много‐
члена fi при терме tj . Такую матрицу будем изображать как

M(F ) =

t1 t2 t3 . . .

f1
f2
...
fk


M1,1 M1,2 M1,3 . . .
M2,1 M2,2 M2,3 . . .
...

...
... . . .

Mk,1 Mk,2 Mk,3 . . .

 (5.14)

и обозначать какM =M (l,Tl,≺)

Определение 5.2.3. Пусть M — k × m‐матрица и Y = [Y1, . . . , Ym] —
упорядоченное множество новых переменных. Эти переменные можно
рассматривать как термы степеней 1. Тогда определено конечное мно‐
жество линейных уравнений F = r(M,Y ), для которых можно найти
приведенный базис Гребнера F̃ относительно лексикографического по‐
рядка Y1 � . . . � Ym. По этому базису определим ступенчатую матри‐
цу M̃ = A(F̃ ,Y ), которую будем называть ступенчатой формой матри‐
цыM . Соответствующая матрица выглядит так

M̃(F ) =

t1 t2 . . . ts ts+1 . . . tm
f̃1
f̃2
...
f̃l
f̃l+1
...
f̃k



1 0 . . . 0 ⋆ . . . ⋆
0 1 . . . 0 ⋆ . . . ⋆

. . . ⋆ . . . ⋆
0 0 . . . 1 ⋆ . . . ⋆
0 0 . . . 0 0 0 0

... 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 0 0


(5.15)
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Теорема 46. ПустьM(F )— k×m‐матрица, [Y1, . . . , Ym]—множество
новых переменных, F = r(M,Y ), M̃ —ступенчатая форма матрицыM
и F̃ = r(M̃, Y ). Определим множества

F̃+ =
{
g ∈ F̃ |HT(g) 6∈ HT(F )

}
F̃− = F̃\F̃+

Для любого подмножества F− множества F , такого что

• size(F−) = size(HT)(F̃ )

• HT(F−) = HT(F̃ ),

множествоG = F̃+ ∪ F− является приведенным базисомR‐модуля VM ,
порожденного элементами множества F , т.е. для любого элемента
f ∈ VTF

существует λ1, . . . , λj ∈ A и такие элементы g1, . . . , gj ∈ G,
что f =

∑j
i=1 λigi, HT(g1) = HT(f), HT(gi) � HT(gi+1).

Опишем теперь метод F4, предложенный Фожером. Пусть R = A[X].

Определение 5.2.4. Определим отображение

P : R×R → T 〈X〉 × T 〈X〉 ×R× T 〈X〉 ×R,

заданноеформулойP(f, g) := (НОК(HT(f),HT(g)), t(uf,g), f, t(ug,f ), g), где
uf,g и ug,f определены в формуле (4.6) при задании S‐разности и t(m)—
терм монома m. Образ этого отображения называется множеством
критических пармногочленов, аP(f, g) критическойпаройдляпарымно‐
гочленов (f, g). Степенью критической пары P(f, g) называется сте‐
пень терма НОК(HT(f),HT(g)). Определим также две проекции для кри‐
тической пары

L(P(f, g)) := (t(uf,g), f) и R(P(f, g)) := (t(ug,f ), f).

ПустьR—множество конечных подмножеств кольца многочленовR,
P(R) — множество конечных подмножеств множества R × R и ∆(R) =
{(x, x) ∈ R×R}.

Алгоритм F4.
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• Вход.
{

Конечное подмножество F — базис идеала I ⊂ A[X].
Функция Sel : P(R) → P(R), такая что Sel(l) 6= ∅ при l 6= ∅.

• Выход. Конечное подмножество в R.

• шаг 1.G := F, F̃+
0 := F, d := 0.

• шаг 2. P := P(G×G \∆(G)).

• шаг 3. Если P = ∅, то переходим к шагу 12.

• шаг 4. d := d+ 1.

• шаг 5. Pd := Sel(P ).

• шаг 6. P := P \ Pd.

• шаг 7. Ld := L(Pd) ∪R(Pd).

• шаг 8. F̃+
d := Reduction(Ld, G).

• шаг 9. P := P ∪ P(F̃+
d ×G).

• шаг 10.G := G ∪ F̃+
d .

• шаг 11. Перейти к шагу 3.

• шаг 12. Конец вычислений.

Опишем используемую в алгоритме процедуру приведение Reduction.
Reduction.

• Вход.
{

Конечное подмножество L множества T 〈X〉 ×R.
Конечное подмножествоG множества R.

• Выход. Конечное подмножество в R (возможно пустое).

• шаг 1. F := Symbcomp(L,G).

• шаг 2. F̃ := Приведение к ступенчатому виду множества F .
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• шаг 3. F̃+ := {f ∈ F̃ | HT(f) /∈ HT(F )}.

• шаг 4. Конец вычислений.

Опишем теперь процедуру Symbcomp — символьную предобработку.
Symbcomp.

• Вход.
{

Конечное подмножество L множества T 〈X〉 ×R.
Конечное подмножествоG множества R.

• Выход. Конечное подмножество в R (возможно пустое).

• шаг 1. F := {t · f | (t, f) ∈ L}.

• шаг 2.D := HT(F ).

• шаг 3. Если T (F ) = D, то перейти к шагу 10.

• шаг 4. Выберемm ∈ T (F ) \D.

• шаг 5.D := D ∪ {m}

• шаг 6. Если не существует простоймонотонной редукции термаm по
множествуG, то переходим к шагу 5.

• шаг 7. Выбираем f ∈ G иm′ ∈ T 〉X〈, для которыхm = m′ · HT(f).

• шаг 8. F := F ∪ {m′ · f}.

• шаг 9. Вернуться к шагу 3.

• шаг 10. Конец вычислений

Выбор множества пар (функция Sel) с помощью критерия F5 описана
в следующем разделе. Соответствующий алгоритм F4 для критерия F5 на‐
зывается методом Фожера F5.

5.3 Критерий Фожера F5

Доказательство критерия F5 взято из работы [Ger10].
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5.3.1 Формулировка критерия

5.3.1.1 Определение индекса, сигнатуры и атрибута многочлена

Обозначим через R кольцо многочленов R = K[x1, . . . , xn] над по‐
лем K. Фиксируем допустимый порядок � на множестве термов T =
T 〈x1, . . . , xn〉. Пусть также заданы многочлены f1, . . . , fm ∈ R. Положим
I = (f1, . . . , fm).

Для всех i = 1, . . . ,m определим идеалы Ii = (fi, . . . , fm), а также
Im+1 = (0). Рассмотрим произвольный многочлен f ∈ I . Максимальное
из чисел i, для которых выполняется соотношение f ∈ Ii, будем называть
индексом многочлена f и обозначать через i(f). В этом случае, очевидно,
всегда существует такой элемент λ ∈ R, для которого выполняется соот‐
ношение

f ≡ λfi(f)
(
modIi(f)+1

)
.

Минимальный терм среди старших термов таких многочленов λ назовем
сигнатурой многочлена f и обозначим через s(f), а представитель такого
терма s(f)— через λf . Тогда выполняются соотношения

f ≡ λffi(f)
(
modIi(f)+1

)
и s(f) = HT (λf ).

Пару L(f) = (i(f), s(f)) ∈ N × T назовем атрибутом многочлена f .
Умножение атрибута (i, t) и терма определим с помощью формулы: для
любого терма t1 ∈ T положим

t1(i, t) = (i, t1t)

Определим порядок⊴ на множестве атрибутов N× T :

L(f) ⊴ L(g) ⇔
[
i(f) > i(g)
i(f) = i(g), s(f) � s(g).

Заметим, что отношение⊴ задает допустимый порядок на множествеN×
T относительно умножения на термы. Соответствующим образом задаем
строгий порядок ◁ на множестве атрибутов:

L(f) ◁ L(g) ⇔
[
i(f) > i(g)
i(f) = i(g), s(f) ≺ s(g).

Далее символ≺ всегда обозначает строгий порядок, соответствующий по‐
рядку�.
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5.3.1.2 Формулировка критерия

Пусть f ∈ I . Будем говорить, что f = oG(h), если существует такое пред‐
ставление

f =
∑
g∈G

αgg,

что для всех g ∈ G, выполняются неравенства:

HT (αgg) ≺ HT(h) и L(αgg) ⊴ L(h).

ПустьM—произвольноеподмножество кольцамногочленовR. Обозначим
через HT(M) множество всех старших термов многочленов из множества
M . Следующая теорема представляет собой критерий Фожера F5.

Теорема47. ПустьG—конечноеподмножествоидеала I = (f1, . . . , fm),
содержащее многочлены f1, . . . , fm. Если для всех f, g ∈ G, удовлетво‐
ряющих условиям

uf,gs(f) /∈ HT(Ii(f)+1), ug,fs(g) /∈ HT(Ii(g)+1), uf,gL(f) 6= ug,fL(g),

выполняются следующие соотношения

S(f, g) = oG(uf,gf),

тоG является базисом Гребнера идеала I .

5.3.2 Доказательство критерия

Далее при доказательстве критерия будем предполагать, что множество
G удовлетворяет условиям теоремы 47.

5.3.2.1 Определение символаm(f) и множеств Bi, Ni,Mi

ПоложимGi = G ∩ Ii. Тогда (Gi \Gi+1) ∩ Ii+1 = ∅.
Выберем произвольное число i ∈ {1, . . . ,m}. Согласно определению

сигнатуры для каждого f ∈ Ii \ Ii+1, выполняется равенство

s(f) = min max
g∈Gi\Gi+1

HT(αgs(g)),
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где min берется по всем представлениям

f ≡
∑

g∈Gi\Gi+1

αgg (modIi+1) . (5.16)

Введем обозначение:

m(f) = min max
g∈Gi\Gi+1

HT(αgg),

где min берется по всем представлениям (5.16), на которых достигается
значение s(f).

Множества Bi, Ni иMi определим формулами:

Bi = {f ∈ I | i(f) = i,HT(f) ≺ m(f)},

Ni = {f ∈ Bi | s(f) = min
g∈Bi

s(g)}, Mi = {f ∈ Ni |m(f) = min
g∈Ni

m(g)}.

Заметим, чтоBm = ∅. Отметим также, что если для некоторого индекса
i множество Bi не пусто, то множествоMi также непусто.

Рассмотрим отображение T : R → N× T , заданное формулой T (f) =
(i(f),HT(f)). Определим порядок∝ на множестве T (R):

(i, t) ∝ (j, s) ⇔
[
i > j
i = i, t ≺ s.

Множество T (R) вполне упорядочено относительно∝.

Лемма 25. Если все Bk = ∅, тоG— базис Гребнера идеала I .

Доказательство. Достаточно проверить, что для любого f ∈ I существу‐
ет его простая монотонная редукция с помощью множестваG. Поскольку
множество T (R) вполне упорядочено, доказательство можно провести с
помощью трансфинитной индукции относительно (i, t) ∈ T (R).

Пусть T (f) = (m, 1). Тогда из равенства Bm = ∅ следует, что m(1) �
HT(f) = 1, т.е. существует 1 ∈ Gm. Тогда f редуцируется к нулевому мно‐
гочлену.

Пусть доказано, чтодля всехмногочленов f ∈ I , таких чтоT (f) ∝ (i, t),
существует простая монотонная редукция.
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Докажем, что тогда и для всех многочленов f ∈ I , таких что T (f) =
(i, t), такая редукция существует. ПосколькуBi = ∅, существует такое пред‐
ставление

f =
∑

g∈Gi\Gi+1

αgg (modIi+1),

что
m(f) = max

g∈Gi\Gi+1

HT(αgg) � HT(f) = t.

Если при некотором g ∈ Gi выполняется равенство HT(αgg) = t, то су‐
ществование простой монотонной редукции для f доказано. В противном
случае многочлен f 1 = f −

∑
g∈Gi\Gi+1

αgg ∈ I имеет старшим термом t и

T (f 1) ∝ (i, t) и, следовательно, по предположению индукции существует
его простая монотонная редукция. Поэтому существует простая монотон‐
ная редукция многочлена f .

5.3.2.2 Неприводимость s(f)

Лемма 26. Для любого f ∈ I выполняется соотношение

s(f) /∈ HT(Ii(f)+1).

Доказательство. По определению s(f) выполняется соотношение f ≡
λffi(f) (modIi(f)+1), причем HT(λf ) = s(f). Пусть s(f) ∈ HT(Ii(f)+1), тогда
существует многочлен h ∈ Ii(f)+1, для которого HT(λh) = s(f). Тогда f ≡
(λf − h)fi(f) (modIi(f)+1), причем HT(λf − h) ≺ s(f), что противоречит
минимальности s(f).

Из леммы 26 непосредственно выводится следующее утверждение.

Лемма 27. Пусть g ∈ G и

HT(λs(g)) ∈ HT(Ii(g)+1).

Тогда либо λg ∈ Ii(g)+1, либо s(λg) ≺ HT(λs(g)).
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Доказательство. Пусть λg /∈ Ii(g)+1. Тогда i(λg) = i(g). Согласно опреде‐
лению λg выполняется равенство

λg ≡ λλgfi(g) (modIi(g)+1)

Поскольку HT(λs(g)) ∈ HT(Ii(g)+1), существует такоймногочленh ∈ Ii(g)+1,
что HT(λλg − h) ≺ HT(λs(g)) и

λg ≡ (λλg − h)fi(g) (modIi(g)+1).

Следовательно, согласноопределениюсигнатуры, учитываяравенство i(λg) =
i(g), получим

s(λg) � HT(λλg − h) ≺ HT(λs(g)).

5.3.2.3 Представление многочленов изMi

Лемма 28. Пусть f ∈ Mi для некоторого i = 1, . . . ,m, и пусть задано
представление

f ≡
∑

g∈Gi\Gi+1

αgg (modIi+1),

на котором достигаются значения s(f) иm(f). Тогда существует та‐
кой многочлен g ∈ Gi \Gi+1, для которого выполняются соотношения

HT(αgs(g)) = s(f) и HT(αgg) = m(f).

Доказательство. Положим

J = {g ∈ Gi \Gi+1 | HT(αgs(g)) = s(f)}.

Пусть
max
g∈J

HT(αgg) ≺ m(f). (5.17)

Определим
h = f −

∑
g∈J

αgg. (5.18)



5.3. КРИТЕРИЙ ФОЖЕРА F5 129

Тогда s(h) ≺ s(f). Докажем, что в этом случае h /∈ Bi.
Пусть это не так, т.е. h ∈ Bi. Заметим, чтоMi ⊂ Ni ⊂ Bi. Поскольку

f ∈ Mi, то f ∈ Bi, f ∈ Ni и, следовательно, по определению множества
Ni, для всех g ∈ Bi выполняется соотношение s(f) � s(g). Поэтому из
включения h ∈ Bi следует, что s(f) � s(h), а это противоречит установ‐
ленному выше соотношению s(h) ≺ s(f).

Из соотношения (5.17) следует, что h /∈ Ii+1. Поскольку h /∈ Bi, суще‐
ствует такое представление

h ≡
∑

g∈Gi\Gi+1

νgg (modIi+1), (5.19)

для которого выполняются соотношения

max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgs(g)) = s(h) и max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgg) � HT(h).

Из соотношений (5.17) и (5.18) следует, что HT(h) ≺ m(f), а ввиду условия
f ∈ Bi выполняется соотношение HT(f) ≺ m(f). Поэтому справедливо
неравенство

max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgg) ≺ m(f). (5.20)

Теперь из соотношений (5.18) и (5.19) следует существование представле‐
ния

f ≡
∑
g∈J

(αg + νg)g +
∑

g∈(Gi\Gi+1)\J

νgg (modIi+1),

которое, согласно соотношениям (5.17) и (5.20), противоречит минималь‐
ностиm(f).

Лемма 29. Пусть f ∈Mi. Тогда существует такое представление

f ≡
∑

g∈Gi\Gi+1

αgg (modIi+1), (5.21)

для которого значения s(f) иm(f) достигаются на единственном мно‐
гочлене g ∈ Gi \Gi+1:

HT(αgs(g)) = s(f) и HT(αgg) = m(f). (5.22)
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Доказательство. Рассмотримпроизвольное представление (5.21), на ко‐
тором достигаются значения s(f) и m(f). Согласно лемме 28 множество
Gi \ Gi+1 содержит по крайней мере один многочлен, удовлетворяющий
условиям (5.22). Пусть такой многочлен не единственный. Обозначим та‐
кие многочлены через g1, g2 ∈ Gi \Gi+1, g1 6= g2,

HT(αgjs(gj)) = s(f) и HT(αgjgj) = m(f) при j = 1, 2. (5.23)

Выберем такой элемент c поля K, для которого старшие коэффициенты
многочленов cαg1s(g1) и αg2s(g2) совпадают.

Рассмотрим представление

f ≡ (1 + c)αg1g1 + (αg2g2 − cαg1g1) +
∑

g∈(Gi\Gi+1)\{g1,g2}

αgg (modIi+1).

Положим h = αg2g2 − cαg1g1. Имеются две возможности: либо h /∈ Ii+1,
либо h ∈ Ii+1.

Пустьh /∈ Ii+1. Согласно выборумногочленов g1 и g2 выполняется нера‐
венство HT(h) � HT(α2g2) = m(f). По определению сигнатуры s, очевид‐
но, что s(h) ≺ s(f). В этом случае (см. доказательстве леммы 28) h /∈ Bi,
т.е. либо h ∈ Ii+1 (вторая возможность), либо существует такое представ‐
ление

h ≡
∑

g∈Gi\Gi+1

νgg (modIi+1), (5.24)

для которого достигаются значения s(h) иm(h) и, следовательно, выпол‐
няются соотношения

max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgs(g)) = s(h) и max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgg) � HT(h) � m(f).

Поскольку для h ∈ Ii+1 можно записать представление (5.24) с нулевы‐
ми слагаемыми νg, вне зависимости от выполнения включения h ∈ Ii+1,
всегда можно предполагать, что существует представление (5.24), для ко‐
торого выполняются условия:

max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgs(g)) ≺ s(f) и max
g∈Gi\Gi+1

HT(νgg) � m(f). (5.25)
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Если для некоторого g ∈ Gi \Gi+1 выполнено соотношение HT(αgs(g)) =
s(f), то из первогонеравенстваформулы (5.25) следует, чтоHT(νg) ≺ HT(αg)
для такого g, и, таким образом,

HT(νgg) ≺ HT(αgg) � m(f).

Поэтому в представлении

f ≡ ((1 + c)αg1 + νg1)g1 + νg2g2 +
∑

g∈(Gi\Gi+1)\{g1,g2}

(αg + νg)g (modIi+1),

число элементов g ∈ Gi \ Gi+1, на которых одновременно достигаются
значения s(f) иm(f), меньше, чем в исходном представлении на 1 или 2,
в зависимости от того, равен ли нулю коэффициент 1 + c.

Повторяя эту процедуру соответствующее число раз, получаем пред‐
ставление с требуемым в лемме свойством единственности.

5.3.2.4 Представление многочленов из Ii \Bi

Лемма 30. Пусть Bi = ∅ для всех i = k + 1, . . . ,m. Если f ∈ Ik \Bk и

L(f) ⊴ min
g∈Bk

L(g),

то существует представление

f =
∑
g∈Gk

αgg, (5.26)

такое что

max
g∈Gk

(HT(αg)L(g)) = L(f) и max
g∈Gk

HT(αgg) � HT(f),

и, кроме того, для любого элемента g ∈ Gk, удовлетворяющего равен‐
ству HT(αgg) = HT(f), выполняется соотношение

HT(αgs(g)) /∈ HT(Ii(g)+1). (5.27)
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Доказательство. Существованиепредставления (5.26), удовлетворяюще‐
го всем требованиямлеммы, за исключением соотношения (5.27), доказы‐
вается также как в лемме 25. Рассмотрим такое представление.

Положим

J = {g ∈ Gk | HT(αgg) = HT(f), HT(αgs(g)) ∈ HT(Ii(g)+1)}.

Если αgg ∈ Bk, то по условию s(f) � s(αgg), а по лемме 27 выполняется
соотношение s(αgg) ≺ HT(αgs(g)). Следовательно, s(f) ≺ HT(αgs(g)), что
противоречит условию

max
g∈Gk

(HT(αg)L(g)) = L(f).

Поэтому для всех g ∈ J выполняется включение αgg /∈ Bk, а поскольку
все множества Bi при i = k + 1, . . . ,m пустые, для каждого такого g су‐
ществует представление

αgg =
∑
h∈G

νhh, (5.28)

удовлетворяющее условиям

max
h∈G

(HT(νh)L(h)) = L(αgg) и max
h∈G

HT(νhh) � HT(αgg).

Согласно лемме 27, для каждого g ∈ J выполняется неравенство

L(αgg) ◁ HT(αg)L(g).

Поэтому, преобразуя соотношение (5.26) по всем g ∈ J , получим в ито‐
ге требуемое представление.

5.3.2.5 Доказательство теоремы 47

Согласно лемме 25 достаточно доказать, что Bi = ∅ при i = 1, . . . ,m.
Утверждение выполняется при i = m по определению множестваBm.

Предположим, что Bi = ∅ для i = k + 1, . . . ,m. Докажем, что Bk = ∅.
Предположим, что множествоBk не пусто. ТогдаMk также не пусто. По

лемме 29 для многочлена f ∈Mk существует представление

f ≡
∑

g∈Gk\Gk+1

γgg (modIk+1),
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такое что существует единственный многочлен g ∈ Gk \ Gk+1, для ко‐
торого выполняются равенства HT(γgs(g)) = s(f) и HT(γgg) = m(f) �
HT(f). Обозначим его через g1. Согласно лемме 26 выполняется соотно‐
шение s(f) /∈ HT(Ik+1), поэтому HT(γgs(g)) /∈ HT(Ik+1).

Определим множество H = {g ∈ Gk \ Gk+1 | γgs(g) = s(f)}, и рас‐
смотрим многочлен h = f −

∑
g∈H

γgg. По определению выбранного пред‐

ставления многочлена f выполняются соотношения

HT(h) = m(f) и L(h) ⊴ (k, max
g∈Gk\Gr+1\H

γgg) ◁ (k, s(f)) = L(f), (5.29)

т.е. HT(h) = m(f) иL(h)◁L(f). Поэтому из определений множествBk,Nk

иMk следует, чтомногочленh удовлетворяет условиямлеммы30. Следовательно,
существует представление h =

∑
g∈Gk

βgg, такое что

max
g∈Gk

(HT(βg)L(g) = L(h) ◁ (k, s(f)) и max
g∈Gk

HT(βgg) � HT(h) = m(f),

(5.30)
и, кроме того, для любого элемента g ∈ Gk, удовлетворяющего равенству
HT(βgg) = HT(h), выполняется соотношение HT(βgs(g)) /∈ HT(Ii(g)+1).

Рассмотрим представление многочлена f в виде суммы полученных
выше представлений

f =

(
f −

∑
g∈H

γgg

)
+
∑
g∈H

γgg =
∑
g∈Gk

βgg +
∑
g∈H

γgg =
∑
g∈Gk

αgg. (5.31)

Из соотношений (5.29) и (5.30) следует, что только для g = g1 выпол‐
няются условия αgs(g) = s(f) и HT(αgg) = m(f). С другой стороны, по‐
сколькуm(f) � HT(f), выполняется соотношение HT(h) = m(f) и, следо‐
вательно, существует g2 ∈ Gk \H , такой что HT(αg2g2) = m(f) = HT(h) и
HT(αg2)L(g2)) ◁ (k, s(f)) = HT(αg1)L(g1). Поэтому g2 6= g1 и выполняется
соотношение HT(αg2s(g2)) /∈ HT(Ii(g2)+1). Итак, доказано, что

HT(αg2)L(g2) ◁ (HT(αg1)L(g1), (5.32)

и
HT(αgjs(gj)) /∈ HT(Ii(gj)+1), j = 1, 2. (5.33)
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Так как HT(αg1g1) = HT(αg2g2) = m(f), существует такой моном µ, для
которого µug1,g2 является старшим мономом многочлена αg1 , а µug2,g1 яв‐
ляется старшим мономом многочлена αg2 т.е.

HT(αg1 − µug1,g2) ≺ HT(αg1). (5.34)

и

HM(αg1) = HM(µug1,g2) 6= 0 и HM(αg2) = HM(µug2,g1) 6= 0. (5.35)

Из соотношений (5.32) и (5.33) теперь следует, что

ug2,g1L(g2) ◁ ug1,g2L(g1), ugj ,g3−j
s(gj) /∈ HT(Ii(gj)+1), j = 1, 2.

Поэтому согласно условию теоремы

S(g1, g2) = oG(ug1,g2g1),

т.е. существует такое представление

S(g1, g2) =
∑
g∈Gk

νgg (5.36)

что для всех g ∈ Gk выполняются неравенства

HT(νgg) ≺ HT(ug1,g2g1) и L(νgg) ⊴ L(ug1,g2g1).

Но ввиду того, что
L(ug1,g2g1) ⊴ ug1,g2L(g1),

для всех g ∈ Gk справедливо

HT(νgg) ≺ HT(ug1,g2g1) и L(νgg) ⊴ ug1,g2L(g1). (5.37)

Тогда из (5.35) и (5.37) следует, что для всех g ∈ Gk выполняются соот‐
ношения

HT(µνgg) ≺ HT(αg1g1) = m(f) и L(µνgg) ⊴ HT(αg1)L(g1) = L(f). (5.38)
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Прибавляя многочлен µS(g1, g2) к правой части соотношения (5.31), а
затем вычитая его, получим, используя равенство (5.36), представление

f = (αg1−µug1,g2+µνg1)g1+(αg2+µug2,g1+µνg2)g2+
∑

g∈Gk\{g1,g2}

(αg+µνg)g.

(5.39)
Из соотношений (5.34), (5.35) и (5.38), следует, что значения L(f) и

m(f) достигаются на этом представлении.
ЕслиHT(αgg) = m(f) для некоторого g ∈ Gk\Gk+1, то из первого нера‐

венства в формуле (5.38) следует, что HT(µνg) ≺ HT(αg) и, таким образом,

HT(µνgs(g)) ≺ HT(αgs(g)) � s(f),

т.е. для такого g выполняются соотношения

s(µνgg) ≺ s(f) и HT(µνgg) ≺ m(f).

В этом случае элемент µνgg можно выразить как

µνgg ≡
∑

g∈Gk\Gk+1

µgg (modIk+1), (5.40)

где

max
g∈Gk\Gk+1

(HT(µg)s(g)) ≺ s(f) и max
g∈Gk\Gk+1

HT(µgg) ≺ m(f).

Используя теперь в равенстве (5.39) формулы (5.40) для всех g ∈ Gk \Gk+1

с условием HT(αgg) = m(f), получим такое представление многочлена f ,
на котором достигаются значения s(f) и m(f), и при этом не существует
элементов g ∈ Gk\Gk+1, на которых одновременно достигаются значения
s(f) иm(f), (см. (5.34)), что противоречит лемме 28.

Следовательно, множество Bk пусто.



Глава 6

Использование базиса Гребнера
для решения систем уравнений

Пусть k—поле, аK—его алгебраическое замыкание.Многообразие иде‐
ала I ⊂ k[x1, . . . , xn] вKn обозначим через V (I).

Задача 1. Задано конечное множество F элементов в кольце много‐
членов над полем и базис Гребнера G идеала (F ). Определить, какой из
следующих случаев имеет место:

• V ((F )) = ∅, или

• V ((F )) 6= ∅ и конечно, или

• V ((F )) 6= ∅ и бесконечно.

Задача 2. Задано конечное множество F элементов в кольце много‐
членов над полем k и базис ГребнераG идеала (F ). Определить, какой из
следующих случаев имеет место:

• dimk(F ) = 0 или

• dimk(F ) 6= 0.

Задача 3. Задано конечное множество F элементов в кольце много‐
членов k[x1, . . . , xn], для которого dimk(F ) = 0, и базис Гребнера G иде‐
ала (F ). Найти (построить) множество V ((F )).

136
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Задача 4. Задано конечное множество F элементов в кольце много‐
членов k[x1, . . . , xn], для которого dimk(F ) = 0, и базис Гребнера G иде‐
ала (F ). Найти (построить) множество решений идеала (F ) в основном
поле, т.е. множество V ((F )) ∩ kn.

Для описания алгоритмов решения поставленных задач потребуются
некоторые утверждения о свойствах базисов Гребнера идеалов размер‐
ности ноль.

6.1 Идеалы нулевой размерности

Лемма 31. Многообразие V (I) решений идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn] конеч‐
но тогда и только тогда, когда величина dimk k[x1, . . . , xn]/I конечна.

Доказательство. Необходимость. Если решений нет, то согласно теоре‐
ме 35 идеал I совпадает с кольцом многочленов k[x1, . . . , xn], и в этом
случае dimk k[x1, . . . , xn]/I = 0.

Пусть теперь множество V (I) непусто, конечно и (λi,1, . . . , λi,n), при
i = 1, . . . ,m, — все его элементы. Поскольку λi,j принадлежат алгебраи‐
ческому замыканию поля k, то для каждого такого λi,j существует много‐
член pλi,j

(x) ∈ k[x] с корнем λi,j . Тогда многочлены

pj(xj) =
m∏
i=1

pλi,j
(xj) ∈ k[x1, . . . , xn], j = 1, . . . , n,

обращаются в ноль на всех решениях идеала, и, следовательно, по тео‐
реме Гильберта о нулях существуют такие kj ∈ N, что pkjj ∈ I . Поэтому
(pk11 , . . . , p

kn
n ) ⊂ I и

dimk k[x1, . . . , xn]/I ≤ dimk k[x1, . . . , xn]/(p
k1
1 , . . . , p

kn
n ) =

n∏
j=1

(mj ·kj+1),

гдеmj = deg pj
Достаточность.Пусть теперьdimk k[x1, . . . , xn]/I конечна. Если эта раз‐

мерность нулевая, то I = k[x1, . . . , xn] и, следовательно, множество ре‐
шений пусто, т.е. конечно.
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Рассмотрим случай когда размерность dimk k[x1, . . . , xn]/I конечна,
но не равна нулю. Рассмотрим базис ГребнераG идеала I для лексикогра‐
фического порядка на множестве многочленов. Рассмотрим многочлены
вида f(x1). По определению лексикографического порядка, любой терм,
в который входит хотя бы одна из переменных x2, . . . , xn, старше любо‐
го терма вида xk1. Поэтому существует многочлен p1(x1), принадлежащий
базису ГребнераG идеала I (в противном случае dimk k[x1, . . . , xn]/I бы‐
ла бы бесконечной), а следовательно, и самому идеалу I . Аналогично для
всех остальных переменных существуют pi(xi) ∈ I . Тогда все решения иде‐
ала I лежат в произведении

X1 × . . .×Xn ⊂ Kn,

гдеXi ⊂ K —множества всех решений уравнений pi(x) = 0, т.е. в конеч‐
ном множестве.

Лемма 32. Размерность идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn] равна нулю тогда и
только тогда, когда многообразие V (I) конечно и непусто.

Доказательство. Пусть I = [I1, . . . , Is]—неприводимое представление
идеала I примарными идеалами и p1, . . . , ps — ассоциированные с этим
представлением простые идеалы (см. теоремы 13 и 14). Размерность иде‐
ала I , по определению, равна максимальной из размерностей идеалов
p1, . . . , ps.

Предположим, что dimk I = 0. Тогда для всех i = 1, . . . , s выполнено
dimpi = 0. Непосредственно из определений следует, чтоV (pi) = V (Ii) и,
следовательно, множества V (Ii) конечны. Поэтому и множество решений
V (I) = V (I1) ∪ . . . ∪ V (Is) конечно.

Пусть теперьмножествоV (I) конечно. Тогдаи всеV (pi) конечны.Достаточно
проверить, что для простого идеала p размерности, большей нуля, множе‐
ство V (p) бесконечно. Для этого, согласно лемме 31, достаточно убедить‐
ся, что dimk k[x1, . . . , xn]/p бесконечна. Пусть (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn — общий
корень идеала p. Тогда определены вложения

k ⊂ k[ξ1, . . . , ξn] ⊂ k(ξ1, . . . , ξn) ⊂ Ωn.

Поскольку dim p > 0, компоненты общего корня этого идеала содержат
трансцендентные элементы. Без ограничения общности можно считать,
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что ξ1 трансцендентен. Тогда элементы ξ1, ξ
2
1 , . . . , ξ

m
1 , . . . линейно неза‐

висимы над k. Следовательно, размерность пространства k[ξ1, . . . , ξn]
бесконечна, а поскольку в силу теоремы 28 выполняется равенство
k[ξ1, . . . , ξn] = k[x1, . . . , xn]/p, dimk k[x1, . . . , xn]/p бесконечна.

Лемма 33. ПустьG— базис Гребнера идеала I . Отображение

π : k[x1, . . . , xn]/I → k[x1, . . . , xn],

заданное формулой f + I 7→ h, где f →G∗ h, определено корректно, вза‐
имнооднозначнои является гомоморфизмомвекторных k‐пространств.

Доказательство. Согласно следствию 18 формула f →G∗ h определяет
гомоморфизм векторных k‐пространств

φ : k[x1, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn],

ядром которого является идеал I . Следовательно, π определено коррект‐
но и является мономорфизмом.

Следствие 20. ПустьG— базис Гребнера идеала I . Размерность идеала
I равна нулю тогда и только тогда, когда множество неприводимых
относительно базиса ГребнераGтермов конечно.

Теорема48. ПустьG—базис Гребнера собственного идеала кольцамно‐
гочленов k[x1, . . . , xn]. Этотидеал имеетразмерность 0тогда итоль‐
ко тогда, когда для любого допустимого порядка при каждом 1 ≤ i ≤ n
существует многочлен gi ∈ G со старшим термом xνii , где νi — неко‐
торое неотрицательное целое число.

Доказательство. Если для некоторого i не существует элемента базиса
Гребнера идеала I со старшим термом xνii , то термы вида xmi неприводи‐
мы. Следовательно, множество неприводимых термов бесконечно, и по‐
этому, согласно следствию 20, размерность dimk I 6= 0.

Пусть базис Гребнера идеала I содержитмногочлены gi, старшими тер‐
мами которых являются xνii . В этом случае необходимым условием непри‐
водимости терма t является выполнение соотношений degxi

t < νi для
всех i = 1, . . . , n. Поэтому мощность множества неприводимых термов
не превосходит величину ν1 · . . . · νn и, следовательно, конечна. А тогда,
согласно следствию 20, размерность идеала I равна нулю.
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6.2 Решение систем уравнений

Решение задачи 1. Согласно теореме Гильберта о нулях, условиеV ((F )) =
∅ эквивалентно условию 1 ∈ (F ), или эквивалентно 1 ∈ G.

Пусть теперь 1 /∈ G. Тогда V ((F )) 6= ∅. Вопрос о конечности или бес‐
конечности многообразия V ((F )) решается теперь теоремой 48 и леммой
32. Достаточно проверить, содержит ли базис Гребнера G многочлены со
старшими термами xνii при всех i = 1, . . . , n.

Задача 2 полностью решается в теореме 48.
Для решения задачи 3 достаточно решить следующую задачу.
Задача нахождения хотя быодного решенияидеала нулевойразмер‐

ности, если заданприведенныйбазис Гребнера этого идеала относитель‐
но лексикографического порядка (Задача 3а). Предположим, что задан
базис Гребнера {g1, . . . gm} идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn] нулевой размерно‐
сти. Пусть также имеется оракул A, решающий задачу нахождения корня
любого многочлена от одной переменной надK, гдеK—алгебраическое
замыкание поля k.

Решение задачи 3а.
Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn]— идеал и G— приведенный базис Гребнера

этого идеала относительно лексикографического порядка. Тогда пересе‐
чение G ∩ k[x1] состоит в точности из одного многочлена f(x1) ∈ k[x1] и
является базисом Гребнера идеала I1 = I ∩ k[x1] кольца k[x1]. Находим
с помощью оракула A решение ξ1 ∈ K уравнения f(x1) = 0. Заметим,
что для любого решения (x01, . . . , x

0
n) идеала I выполняется соотношение

f(x01) = 0.
Предположим теперь, что найдено решение (ξ1, . . . , ξi) идеала Ii =

I ∩ k[x1, . . . , xi]. Найдем решение (ξ1, . . . , ξi, ξi+1) идеала Ii+1. Для этого
найдемэлементыбазиса ГребнераG, находящиеся в кольцеk[x1, . . . , xi+1].
Подставим в полученные многочлены от переменных x1, . . . , xi+1 значе‐
ния первых i переменных: x1 = ξ1, . . . , xi = ξi. Получим набор многочле‐
нов, зависящих только от одной переменной xi+1. Вычислим их наиболь‐
ший общий делитель g(xi+1). Как будет показано ниже, полученный мно‐
гочленимеет степеньнеменее единицыи, следовательно, имеет непустое
множество решений в алгебраическом замыкании поля k. Находим с по‐
мощью оракулаA решение ξi+1 ∈ K уравнения g(xi+1) = 0. Тогда вектор
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(ξ1, . . . , ξi, ξi+1) является решением идеала Ii+1.
Далее повторяем описанную процедуру до тех пор, пока не найдем

полный вектор решения идеала I .
Ниже приведен алгоритм для описанной процедуры нахождения ре‐

шения алгебраической системы уравнений.
Алгоритм A. Дано: Базис ГребнераG = {g1, . . . gm} относительно лек‐

сикографического порядка идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn] нулевой размерно‐
сти.

Выход: Точка (x01, . . . , x
0
n) ∈ Kn, где K — алгебраическое замыкание

поля k.

Шаг 1 i := 1.

Шаг 2 Находим пересечение G1 = G ∩ k[x1], состоящее в точности из од‐
ного многочлена g(x1).

Шаг 3 x0i := A(g(xi))— некоторое решение уравнения g(xi) = 0.

Шаг 4 i := i+ 1.

Шаг 5 Если i > n, перейти к шагу 10.

Шаг 6 Находим пересечениеGi = G ∩ k[x1, . . . , xi].

Шаг 7 Gi(x
0
1, . . . , x

0
i−1) := {g(x01, . . . , x0i−1, xi)|g ∈ Gi} ⊂ K[xi].

Шаг 8 Находим g(xi) — наибольший общий делитель элементов множе‐
стваGi(x

0
1, . . . , x

0
i−1).

Шаг 9 Переходим к шагу 3.

Шаг 10 Выход: Точка (x01, . . . , x
0
n) ∈ Kn.

Теорема 49. Для любого идеала размерности ноль алгоритм А находит
некоторое его решение.

Для доказательства теоремыдостаточно показать, что нашаге 8 приве‐
денного выше алгоритма всегда получаем многочлен степени не меньше
единицы, или, эквивалентно, каждое решение (ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki идеала
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I ∩ k[x1, . . . , xi] продолжается до решения (ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 идеала
I ∩ k[x1, . . . , xi+1]. Доказательство этого утверждения потребует несколь‐
ких вспомогательных утверждений.

Для любого подмножестваM кольца k[x1, . . . , xn] и любого 0 < i ≤ n
будем использовать следующее обозначение:Mi =M ∩ k[x1, . . . , xi].

Напомним также, чтоΩ—алгебраическое замыкание поля рациональ‐
ных функций k(t1, . . .) от бесконечного множества алгебраически незави‐
симых переменных.

Лемма 34. Если G— приведенный базис Гребнера относительно лекси‐
кографического порядка идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn], тоGi —приведенный
базис Гребнера идеала Ii в кольцемногочленов отпеременных x1, . . . , xi
относительно лексикографического порядка на термах.

Доказательство. Следует из определения 4.1.1 базиса Гребнера.

Лемма 35. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn]— простой идеал. Тогда для любого
0 < i ≤ n идеал Ii простой.

Доказательство. Следует из определения 2.1.8 простого идеала.

Лемма 36. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn]—примарный идеал. Тогда для любо‐
го 0 < i ≤ n идеал Ii примарный.

Доказательство. Следует из определения 2.2.4 примарного идеала.

Лемма 37. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn] — примарный идеал и J — ассоции‐
рованный с ним простой идеал. Тогда множества корней идеалов I и J
совпадают.

Доказательство. Следует из определения 2.2.5 простого идеала ассоци‐
ированного с примарным идеалом.

Лемма 38. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn] — примарный идеал и J — ассоции‐
рованный с ним простой идеал. Тогда простой идеал Ji ассоциирован с
идеалом Ii.

Доказательство. Следует из лемм 35 и 36 и определения 2.2.5 простого
идеала ассоциированного с примарным идеалом.
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Лемма 39. Если I ⊂ k[x1, . . . , xn] — идеал размерности 0, то Im явля‐
ется идеалом размерности 0 в кольце многочленов k[x1, . . . , xm].

Доказательство. ПустьG—приведенный базис Гребнера относительно
лексикографического порядка идеала I размерности ноль. Согласно тео‐
реме 48, для всех i = 1, . . . , n существуют многочлены gi ∈ G со старши‐
ми термами xνii . Тогда gi ∈ Gi = G ∩ k[x1, . . . , xi] и для любого i ≤ m
элементы gi ∈ Im при i = 1, . . . ,m. Поскольку старший терм gi равен x

νi
i ,

то, по теореме 48, dimk Im = 0.

Следствие 21. Пусть G— базис Гребнера относительно лексикографи‐
ческого порядка идеала I ⊂ K[x1, . . . , xn] размерности 0. Тогда G1 со‐
стоит вточности из одного многочлена f ∈ k[x1] положительной сте‐
пени.

Лемма 40. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn] — простой идеал размерности 0 и
(ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki — корень идеала Ii при некотором 1 ≤ i ≤ n− 1 . Тогда
существует ξi+1 ∈ K, такой, что (ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 —корень идеала
Ii+1.

Доказательство. Поскольку идеал I — размерности 0, он не совпадает
со своим кольцом и, следовательно, по теореме Гильберта имеет некото‐
рый корень (ω1, . . . , ωn) в Kn. В частности, (ω1, . . . , ωi) ∈ Ki, так же как
и (ξ1, . . . , ξi), является корнем идеала Ii. Поскольку согласно леммам 35
и 39 идеал Ii прост и имеет нулевую размерность, из теоремы 32 следует,
что эти корни сопряжены, т.е. имеется изоморфизм подполей поляK

φ : k(ω1, . . . , ωi) → k(ξ1, . . . , ξi),

заданный соответствиями ωj 7→ ξj для всех j = 1, . . . , i.
Пусть G — базис Гребнера идеала I и многочлен h ∈

k(ω1, . . . , ωi)[xi+1] является наибольшим общим делителем много‐
членов f(xi+1) = g(ω1, . . . , ωi, xi+1), где g пробегает Gi+1. Поскольку
(ω1, . . . , ωi, ωi+1) является корнем идеала Ii+1, элемент ωi+1 удовлетво‐
ряет соотношению h(ωi+1) = 0. Верно и обратное, для любого корня ζ
уравнения h(x) = 0, точка (ω1, . . . , ωi, ζ) также корень идеала Ii+1, а
поскольку размерность простого идеала Ii+1 равна нулю, эта точка также
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является общим корнем этого идеала. Поскольку число корней идеала
размерности ноль конечно, число решений уравнения h(xi+1) = 0 не
пусто и конечно. Поэтому степень многочлена h положительна.

Обозначимчерез h̃ наибольшийобщийделительмногочленов f(xi+1) =
g(ξ1, . . . , ξi, xi+1), где g пробегаетGi+1. Тогда согласно определению изо‐
морфизма φ выполняется соотношение φ∗(h) = h̃¹ и степени многочле‐
новh и h̃ совпадают. Следовательно, степеньмногочлена h̃ положительна.
Поэтому уравнение h̃(xi+1) = 0 всегда разрешимо вK. Пусть его решение
ξi+1. Тогда (ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 — корень идеала Ii+1.

Лемма 41. Пусть (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn — общий корень простого идеала I .
Тогда (ξ1, . . . , ξi) ∈ Ωi — общий корень простого идеала Ii.

Доказательство. Обозначим через Ji — простой идеал, состоящий из
всехмногочленов кольцаk[x1, . . . , xi], обращающихся вноль в точке (ξ1, . . . , ξi).
Согласно определению 3.2.20 точка (ξ1, . . . , ξi) является общим корнем
идеала Ji. Очевидно, что Ji ⊃ Ii, а поскольку точка (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ωn явля‐
ется общим корнем идеала I , из определения 3.2.20 следует, что Ji ⊂ I .
Следовательно, Ji ⊂ Ii. Поэтому Ji = Ii, и (ξ1, . . . , ξi) — общий корень
идеала Ii.

Лемма 42. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn]—примарный идеал размерности 0 и
(ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki —корень идеала Ii. Тогда существует ξi+1 ∈ K, такой,
что (ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 — корень идеала Ii+1.

Доказательство. Следует из лемм 36, 39, 37, 40.

Напомним, что V (I)—многообразие идеала I ⊂ k[x1, . . . , xn].

Лемма 43. Если идеал I является пересечением идеалов qj , где j пробе‐

гает целые числа от 1 доm, то V (I) =
m⋃
j=1

V (qj).

¹Напомним, что изоморфизм полей φ : k1 → k2 задает изоморфизм колец многочле‐
нов φ∗ : k1[x] → k2[x]
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Доказательство. Пусть ξ ∈
m⋃
j=1

V (qj). Тогда при некотором 1 ≤ j ≤

m выполняется ξ ∈ V (qj). А поскольку I ⊂ qj , верно, что ξ ∈ V (I).

Следовательно, V (I) ⊃
m⋃
j=1

V (qj).

Пусть теперь ξ /∈
m⋃
j=1

V (qj). Тогда для всех j = 1, . . . ,m существу‐

ют pj ∈ qj , для которых pj(ξ) 6= 0. Поскольку все qj являются идеала‐

ми, произведение p =
m∏
s=1

ps является их общим элементом и, следова‐

тельно, принадлежит идеалу I . Элемент ξ не принадлежит многообразию

V (I), поскольку выполняется p(ξ) =
m∏
s=1

ps(ξ) 6= 0. Следовательно, V (I) ⊂
m⋃
j=1

V (qj).

Лемма 44. Пусть I ⊂ k[x1, . . . , xn] — идеал нулевой размерности и
(ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki — корень идеала Ii. Тогда существует ξi+1 ∈ K, та‐
кой, что (ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 — корень идеала Ii+1.

Доказательство. Согласно теореме 13 существует представление идеа‐
ла I в виде пересечения конечного множества примарных компонент

I =
m⋂
j=1

qj.

Поскольку I — идеал размерности ноль, то и все идеалы qj — также ну‐
левой размерности (см. определение 3.2.25). Очевидно, выполняется ра‐
венство

Ii =
m⋂
j=1

qj,i, (6.1)

гдеqj,i = qj∩k[x1, . . . , xi]—примарныеидеалыразмерностиноль. Поэтому,
согласно лемме 43, для всех i = 1, . . . , n имеет место разложение

V (Ii) =
m⋃
j=1

V (qj,i). (6.2)
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Поскольку (ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki — корень идеала Ii, то из представления
(6.2) следует, что при некотором j элемент (ξ1, . . . , ξi) ∈ Ki является кор‐
нем идеала qj,i. Поэтому по лемме 42, существует ξi+1 ∈ K такой, что
(ξ1, . . . , ξi+1) ∈ Ki+1 — корень идеала qj,i+1, а следовательно, согласно
формулам (6.1) и (6.2), является корнем идеала Ii+1.

Определение 6.2.1. Размерностью системы алгебраических уравнений
называетсяразмерность соответствующегоидеала этой системы. Системы
алгебраических уравнений размерности ноль будем называть полными.

Лемма 45. Пусть p(x) ∈ Q[x]. Тогда уравнение p(x) = 0 алгоритмически
разрешимо в поле рациональных чисел.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

xn + bn−1x
n−1 + . . .+ b0 = 0.

Выполняется очевидное ограничение на его корни:

|x| ≤ 1 +max{|bn−1, . . . , |b0|} = 1 + λ.

Представим ненулевые рациональные коэффициенты уравнения в виде
отношения взаимно простых чисел: bi = pi

qi
, i = 0, . . . , n − 1. Тогда для

рациональных решений x = p
q
выполняются соотношения qn

...q, где

qn = НОК(q0, . . . , qn−1).

Следовательно, все рациональные решения могут быть получены проце‐
дурой перебора из конечного множества размера не более 2(1+λ)qn.

Следствие22. Задачанахождениярациональногорешенияполной систе‐
мы алгебраических уравнений над полем рациональных чисел является
алгоритмически разрешимой.

Доказательство. Поскольку задача нахождения базиса Гребнера идеа‐
ла I относительно лексикографического порядка по теореме 45 является
алгоритмически разрешимой, а по теореме 48 для идеала размерности
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ноль для каждой переменной xi существуют многочлены fi(xi), завися‐
щие только от этой переменной и принадлежащие идеалу I , то задача по‐
строения такихмногочленов алгоритмически разрешима. ПустьXi—мно‐
жество рациональных решений уравнения fi(xi) = 0. Согласно лемме 45
конечныемножестваXiмогут быть построеныалгоритмически. Поскольку
все рациональные решения системы идеала I принадлежат произведе‐
ниюX1 × . . .×Xn, то, используя процедуру перебора, можно найти все
решения идеала размерности ноль, а следовательно, полной системы ал‐
гебраических уравнений над полем рациональных чисел.

6.3 Нахождение решений в основном поле

Используя алгоритм A, если дан приведенный базис Гребнера относитель‐
но лекисикографического порядка, можно найти все решения системы ал‐
гебраических уравненийразмерностиноль, а затемиз этого конечногомно‐
жества найти решение, принадлежащее основному полю, либо доказать,
что решения нет. Однако, такой подход может оказаться весьма трудоем‐
ким. Проиллюстрируем это следующим примером.

Рассмотрим систему алгебраических уравнений
x21 − x1 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
x2n−2 − xn−2 = 0,
(n− 2)x2n−1 − x2n−1xn−2 − . . .− x2n−1x1 + xn−1 + 1 = 0,
xn + . . .+ x1 − n+ 2 = 0.

(6.3)

Эта система уравнений имеет единственное вещественное решение
x1 = 1,
. . . . . .
xn−2 = 1,
xn−1 = −1,
xn = 1,

(6.4)

Это решение будет получено алгоритмом A, только в том случае, если для
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первых (n− 2) уравнений оракул укажет в качестве решения
x1 = 1,
. . . . . .
xn−2 = 1.

(6.5)

Отметим, что общее число различных решений системы (6.3) вC равно
2n−1 − 1. Базис Гребнера относительно лексикографического порядка сов‐
падает с левыми частями частями уравнений, т.е. имеет ту же сложность,
что и описание идеала.

Для конечных полей задача нахождения решения идеала I в поле Fq,
где q = pn и p — некоторое простое число, сводится к нахождению ре‐
шения идеала J , полученного добавлением многочленов xqi − xi для всех
i = 1, . . . , n. В этом случае все решения идеала J принадлежат полю Fq,
а также все решения идеала I , принадлежащие полю Fq, являются реше‐
ниями идеала J .

Решение задачи 4 для конечного поля k = Fq можно получить с помо‐
щью следующего алгоритма.

Алгоритм B. Нахождение решения в основном поле.
Вход: БазисM идеала I в кольце Fq[x1, . . . , xn].
Выход: Решение (ξ1, . . . , ξn) в основном поле Fq или доказательство

несуществования такого решения.

Шаг 1 Строим базис идеала J = I ∪ (xq1 − x1, . . . , x
q
n − xn): F ∪ {xq1 −

x1, . . . , x
q
n − xn}.

Шаг 2 Строим базис Гребнера G идеала J относительно лексикографиче‐
ского порядка на термах.

Шаг 3 Если 1 ∈ G, то решений в основном поле нет и переходим к шагу 5.

Шаг 4 Применяем алгоритм A нахождения решения.²

Шаг 5 Завершение алгоритма.

²Поскольку идеал J содержит многочлены xq
i −xi, решения идеала лежат в основном

поле Fq.
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Определение 6.3.1. Идеал I в кольце многочленов k[x1, . . . , xn] над по‐
лем k называется булевым, если x2i − xi ∈ I для любого 0 < i ≤ n.
Система уравнений, определяющая такой идеал, называется булевой.

Алгоритм B может быть применен также для булевых идеалов для ко‐
лец многочленов над любым полем.

Теорема 50. Если булева система уравнений над полем k имеет един‐
ственное решение, то приведенный базис Гребнера идеала этой систе‐
мы сточностью до умножения на ненулевыемножители не зависит от
выбора допустимого порядка на множестве мономов.

Доказательство. В силу соотношений x2i = xi все xi принимают значе‐
ния в множестве {0, 1}, и , следовательно, решения, принадлежащие ал‐
гебраическому замыканиюполя k, лежат в поле k. Пусть единственнымре‐
шением булевой системы уравнений является набор xi = ai, i = 1, . . . , n.
Докажем вначале, что идеал

J = (x1 − a1, . . . , xn − an)

совпадает в этом случае с идеалом I , заданным исходной булевой систе‐
мой уравнений. Действительно, поскольку xi − ai обращается в ноль во
всех решенияхисходной системы (а оноодно), согласно теореме Гильберта
о нулях идеала при некотором натуральномm многочлен (xi − ai)

m ∈ I ,
а тогда и сам многочлен xi − ai принадлежит этому идеалу, поскольку
x2i − xi ∈ I . Следовательно, идеал J лежит в идеале I , заданном буле‐
выми уравнениями исходной системы уравнений.

Положим F = {x1 − a1, . . . , xn − an}. Очевидно, что для любого мно‐
гочлена f ∈ I , независимо от выбора допустимого порядка, выполняется
соотношение f →F ∗ a, где a ∈ k. Если этот элемент ненулевой, то система
не имеет решения. Если этот элемент нулевой, то это означает, что f ∈ J .
Поэтому I = J .

Пусть F0 —приведенный базис Гребнера идеала I относительно неко‐
торого допустимого порядка. Без ограничения общности можно считать,
что xn — наименьший моном положительной степени относительно это‐
го порядка. Поскольку xn − an ∈ I , выполняется соотношение f →F ∗

0
0.

Поэтому существует многочлен h ∈ F0, старший моном которого делит
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моном xn. Поскольку моном xn — наименьший, этот моном делится на
старший моном многочлена h. Следовательно, xn − an ∈ F0 или h = 1
и F0 = {1}. Переменная xn не входит ни в один из оставшихся много‐
членов приведенного базиса ГребнераF0. Рассуждая как выше, получаем,
что в приведенный базис Гребнера входит также xn−1 − an−1, где xn−1 —
следующая по старшинству переменная и т.д., пока не переберем все пе‐
ременные.



Глава 7

Криптоанализ

7.1 Базисы Грёбнера в криптографии

Данный раздел предполагает знакомство читателя с криптографией.
Читателю, не владеющему такими знаниями, вполне доступно математи‐
ческое содержание материала, но не значимость обсуждаемых исследо‐
ваний для криптографии.

В таких ситуациях нередко предпринимаются попытки написать для
математиков краткое введение в криптографию. Но это не более осмыс‐
ленно, чем пытаться создать для неспециалистов краткие изложения со‐
стояния исследований в различных математических дисциплинах.

Тем не менее заметим, что введение в криптографию можно найти в
одноименной книге [1], а криптографические термины и определения на
сайте cryptography.ru.

7.2 Оценка параметров

Линейныйметод криптоанализа, предложенныйМацуи [3], предназначен
дляблоковыхшифров типаDES.ОписаниешифраDESможнонайти, напри‐
мер, в книге [5]. Для нас важно только, что эта криптосистема построена
как композиция 16 однотипных преобразований, называемых раундовы‐
ми. Линейный криптоанализ реализует угрозу полного раскрытия (опре‐
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деления секретного ключа) на основе атаки с известным открытым тек‐
стом.

Основная идея метода состоит в нахождении линейных функций, при‐
ближающих раундовые преобразования шифра с вероятностью, отделен‐
ной от 1

2
. Одним из параметров линейного криптоанализа является требу‐

емый объем материала, т.е. количество пар (открытый текст, шифртекст).
Для шифра DES этот параметр имеет порядок 243. В работе [11] этот пара‐
метр оценивается для модифицированного метода. Модификация состо‐
ит в замене линейных приближений квадратичными и работает, в общих
чертах, следующим образом. Основу каждого раундового преобразова‐
ния составляют так называемые S‐боксы. Математически каждый S‐бокс
может быть задан системой четырех булевых функций от шести перемен‐
ных:

Si :

y1 = f
(i)
1 (x1, x2, . . . , x6)

y2 = f
(i)
2 (x1, x2, . . . , x6)

y3 = f
(i)
3 (x1, x2, . . . , x6)

y4 = f
(i)
4 (x1, x2, . . . , x6)

, i = 1, 2, . . . , 8.

Для каждой системы Si (1 ≤ i ≤ 8) авторы рассматривают идеал

Ji =
(
y1 ⊕ f

(i)
1 (x1, . . . , x6), . . . , y4 ⊕ f

(i)
4 (x1, . . . , x6)

)
в Z2[y, . . . , y4, x1, . . . , x6].

Для идеалов J1, J2, . . . , J8 вычисляются приведенные базисы
Грёбнера. Используя эти базисы, находятся квадратичные функции в
этих идеалах. Оказалось, что квадратичные функции есть в J1 (одна
функция), J4 (пять функций) и J5 (одна функция). Далее в [2] используют
квадратичную функцию из J5. Необходимо отметить, что квадратичное
соотношение для раундовой функции, построенное на основе квадратич‐
ной функции из J5, выполняется с вероятностью 1. Авторы, комбинируя
полученное квадратичное соотношение для 2‐го раунда с линейными со‐
отношениями, получают оценку количества необходимых пар (открытый
текст, шифртекст) для модифицированного метода, примерно равную
25
34

· 243, что несколько меньше, чем в методе М. Мацуи.
Еще один пример применения базисов Грёбнера относится к оценке

такого параметра, как нелинейность булевой функции.
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Для произвольной булевой функции f от n переменных ее нелинейно‐
стью nl(f) называется расстояние (по Хэммингу) до множестваAn аффин‐
ных булевых функций

nl(f) = dist(f,An) = min
g∈An

dist(g, f).

Для вычисления этого параметра известенметод, основанный на быст‐
ром преобразовании Фурье (преобразовании Адамара) с трудоемкостью
O(n2n) (см. [6]).

В работе [7] для вычисления нелинейности булевой функции предла‐
гается использовать аппарат базисов Грёбнера.

Пусть Zn
2 = {v1, . . . , v2n} — множество всех наборов над Z2 дли‐

ны n, выписанных в определенном порядке, X = {x1, . . . , xn}, Y =
{y1, . . . , y2n} и A = {a0, a1, . . . , an} — булевы переменные. Обозначим
черезM2n,t, 1 ≤ t ≤ 2n, множество мономов из Z2[y1, . . . , y2n ], каждый
из которых содержит t переменных. Для произвольной булевой функции
f из Z2[X] и функции gn = a0 ⊕

⊕n
j=1 ajxj из Z2[A,X] определим идеал в

Z2[A] вида

Jn
t (f) = 〈{m(gn(A, v1)⊕f(v1), . . . , gn(A, v2n)⊕f(v2n)) | m ∈M2n,t}∪E(A)〉,

(7.1)

где E(A) = {a20 ⊕ a0, a
2
1 ⊕ a1, . . . , a

2
n ⊕ an}.

Основой для построения алгоритма, вычисляющего nl(f), является
следующее утверждение из работы [7].

Лемма 46. Пусть f ∈ Z2[x] и 1 ≤ t ≤ 2n. Тогда следующие условия экви‐
валенты:

1. V(Jn
t (f)) = {u ∈ Zn

2 | h(u) = 0 ∀h ∈ Jn
t (f)} 6= ∅;

2. существует функция g = a0 ⊕
⊕n

j=1 ajxj из An такая, что
dist(f, g) ≤ t− 1.

Утверждение леммы почти очевидно. Действительно, выполнение
условия 1 означает, что некоторая фиксация переменных a0, . . . , an опре‐
деляет аффинную функцию g, для которой вес вектора(

g(v1)⊕ f(v1), . . . , g(v2n)⊕ f(v2n)
)
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не превосходит t− 1 (условие 2). Обратное утверждение очевидно.
Из леммы 46 непосредственно следует

Теорема 51. Для произвольной функции f ∈ Z2[X] нелинейность nl(f)
совпадает с минимальным t, таким, что

V(Jn
t (f)) 6= ∅.

Предлагаемый автором алгоритм по существу сводится к вычислению
базисов Грёбнера идеалов Jn

t , t = 1, 2, . . ..

7.3 Криптоанализ

Системы полиномиальных уравнений — весьма универсальный объект.
Почти все вычислительные задачи, возникающие в криптографии, могут
быть сформулированы как задачи решения таких систем. Однако во мно‐
гих случаях оказывается, что просто выписать требуемую систему уже не
просто.

Авторам работы [9] удалось построить систему полиномиальных урав‐
нений для шифра AES‐128 над полем F28 . Система состоит из 200 уравне‐
ний алгебраической степени 254 и 152 линейных уравнений. Имеющиеся
в настоящее время вычислительные возможности не позволяют построить
базис Грёбнера для идеала, порожденного уравнениями данной системы,
и использовать его для нахождения решения системы (в том числе секрет‐
ного ключа AES‐128).

Построенная для AES‐128 относительно той же пары атака‐угроза си‐
стема булевых уравнений (см. [10]) также имеет параметры, которые не
позволяют с использованием современной вычислительной техники най‐
ти соответствующий базис Грёбнера.

Важно отметить, что в настоящее время отсутствуют какие‐либо тео‐
ретические результаты, позволяющие хотя бы приблизительно оценивать
трудоемкость построения базиса Грёбнера исходя из параметров исследу‐
емого идеала.

Приведем пример использования базисов Грёбнера в криптоанализе
потокового шифра.
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Регистром сдвига длины L с линейными обратными связями (linear
feedback shift register) над полем F2 называют конечный автомат, вы‐
рабатывающий линейную рекуррентную последовательность порядка L.
Множество внутренних состояний совпадает с FL

2 . Начальному состоянию
U0 = (u0u1 . . . uL−1) ∈ FL

2 соответствует последовательность состояний
U = (Ul)

∞
l=0, где Ul = (ulul+1 . . . ul+L−1). Функция переходов регистра со‐

ответствует невырожденному линейному преобразованию:

A : (ul . . . ul+L−1) 7→ (ul+1 . . . ul+L−1

L⊕
j=1

pjul+L−j),

где p(λ) = 1⊕ p1λ⊕ p2λ
2 ⊕ · · · ⊕ pL−1λ

L−1 ⊕ pLλ
L —примитивный над F2

полином степени L.
Пусть k — фиксированное натуральное число, k < L, и пусть γ =

(γj)
k
j=1 — набор чисел, таких, что 0 ≤ γ1 < γ2 < . . . < γk ≤ L− 1.
Пусть f — фильтрующая функция, то есть булева функция

f(x0, x1, . . . , xL−1), существенно зависящая только от переменных
xγ1 , xγ2 , . . . , xγk .

Совокупность регистра сдвига и фильтрующей функции называют
фильтрующим генератором. Выходная (шифрующая) последовательность
фильтрующего генератора имеет вид

z0 = f(U0), z1 = f(AU0), . . . , zN−1 = f(AN−1U0) = f(UN−1), . . .

Шифрование открытого текста a = (a0a1 . . . aN−1) осуществляется с помо‐
щью преобразования

c0 = a0 ⊕ z0, c1 = a1 ⊕ z1, . . . , cN−1 = aN−1 ⊕ zN−1,

где c = (c0c1 . . . cN−1)—шифрованный текст.
Ключом данного потокового шифра является начальное состояние ре‐

гистраU0. Принимающая сторона, обладая ключомU0 и выработав после‐
довательность z = (z0z1 . . . zN−1), дешифрует полученное сообщение с
помощью преобразования

a0 = c0 ⊕ z0, a1 = c1 ⊕ z1, . . . , aN−1 = cN−1 ⊕ zN−1.
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Рассмотрим угрозу полного раскрытия шифра (определения ключаU0)
на основе атаки с известным открытым текстом. В данном случае угрозу
можно осуществить, если решить систему булевых уравнений

f(x) = z0, f(Ax) = z1, . . . , f(A
N−1x) = zN−1. (7.2)

Будемпредполагать, что данная система имеет единственное решение
x = U0.

Рассмотрим в кольце

R = F[x0, x1, . . . , xL−1]/(x
2
0 ⊕ x0, x

2
1 ⊕ x1, . . . , x

2
L−1 ⊕ xL−1)

идеал, ассоциированный с системой (7.2),

IN = 〈z0 ⊕ f(x0x1 . . . xL−1), . . . , zN−1 ⊕ f(AN−1(x0x1 . . . xL−1))〉.

Как отмечалось ранее (см. стр.) для любого упорядочивания на мно‐
жестве мономов базис Грёбнера идеала IN в нашем случае имеет вид
x0 ⊕ u0, x1 ⊕ u1, . . . , xL−1 ⊕ uL−1, где U0 = (u0u1 . . . uL−1) — решение
системы (7.2).

В работе [11] авторы используют обратный лексикографический поря‐
док для нахождения базисов Грёбнера идеалов, ассоциированных с си‐
стемами вида (7.2). В этой работе приводятся результаты компьютерных
экспериментов с использованием алгоритмов F4 и F5. При этом успешное
построение базисов Грёбнера для идеалов IN проводится для значений
параметра L (длина регистра сдвига), равных нескольким десяткам.

Кроме того, в этой же работе получены интересные теоретические ре‐
зультаты, связанные с трудоёмкостью решения этого класса систем буле‐
вых уравнений.

ПустьM(L, d) =
d∑

i=0

(
L
i

)
. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 52. Пусть N ≥ M(L, bk+1
2
c). Тогда трудоёмкость построения

базиса Грёбнера для идеала IN равна

O

⌊ k+1
2

⌋∑
i=0

(
L

i

)ω = O
(
L⌊ k+1

2
⌋ω),
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где ω— константа линейной алгебры (показатель степени полинома в
оценке трудоемкости наиболее эффективного метода решения систе‐
мы линейных уравнений).

Замечание 7.3.1. Необходимоотметить, что рассматриваемые за‐
дачи криптоанализа можно решать и другими методами, напри‐
мер методами, основанными на линейной алгебре, математиче‐
ской статистике или теории кодирования. Метод, использующий
базисы Грёбнера, выгодно отличается от них тем, что обладает на‐
дежностью, равной 1.
В частности, метод линеаризации системы (7.2) при N ≥
M(L, bk+1

2
c) рассматривает каждый моном уравнений как новую

переменную, при этоммножество решений линеаризованной си‐
стемы существенно зависит от ее ранга. Трудоёмкость этого мето‐
да по порядку такая же, как в теореме 52.
Единственное решение получается только в том случае, если ли‐
неаризованная система имеет полный ранг. Хорошо известно, что
для случайных линейных систем вероятность получить полный
ранг высока. Но система (7.2) порождается применением функ‐
ции f к орбите начального состояния, и поэтому гипотеза о том,
что полученная из неё линеаризованная система близка к случай‐
ной, выглядит неправдоподобной.

7.4 Криптосинтез

Можно ли использовать базисы Грёбнера не для взлома криптографиче‐
ских схем, а для их построения?Имеется очень небольшое количество пуб‐
ликаций, в которых обсуждается данная техника (см., например, [12; 14;
15; 16]). В таких работах предлагаются конструкции криптосистем с откры‐
тым ключом.

И это своего рода «поцелуй Иуды». Действительно, авторы работ по
криптоанализу (см. подраздел 7.3) считают, что с помощью аппарата ба‐
зисов Грёбнера можно снизить трудоемкость криптоаналитических алго‐
ритмов. А тут оказывается, что вычислительная сложность задачи построе‐
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ния базиса Грёбнера настолько высока, что может быть основой стойкости
криптографических систем.

Еще в 1994 году была опубликована статья Б. Барки и др. [13] под крас‐
норечивымзаголовком«Почемунет никакойнадеждыиспользовать бази‐
сы Грёбнера в криптографии с открытым ключом». Следует отметить уни‐
кальность этой работы. Трудно определить еежанр—научная публикация
или пасквиль. К примеру, второй из авторов — на самом деле фамилия
D. Naccache после применения инверсии. А сама статья написана в фор‐
ме открытого письма и начинается с обращения «Уважаемый Заблудший
Автор». Отметим, что тезис, вынесенный в заголовок работы [13], остается
необоснованным в его общности. В частности, авторы работы [16] поле‐
мизируют с работой [13]. Обсуждение этой тематики можно найти также в
книге [17], являющейся довольно объемным обзором приложений аппа‐
рата базисов Грёбнера в кодировании и криптографии.

Следуя работе [13], опишем кратко идею построения криптосистемы с
открытым ключом.

Предварительно напомним некоторые понятия и обозначения. Пусть
I идеал кольца k[x1, . . . , xn] (k — конечное поле). Обозначим через T
упорядоченное множество всех мономов в k[x1, . . . , xn]. Тогда любой по‐
лином f из k[x1, . . . , xn] можно представить единственным образом в

виде f =
r∑

i=1

citi, где ci ∈ k \ {0}, ti ∈ T и t1 > t2 > . . . > tr.

Полиному f ∈ k[x1, . . . , xn] сопоставим LT (f) = t1 — старший моном
— и LC(f) = c1 — старший коэффициент. Для идеала I рассмотрим два
множества

T (I) = {LT (f) | f ∈ I \ {0}} ⊂ T,
O(I) = T \ T (I).

Из теорем 40 и 42 следует следующее утверждение.

Предложение 22. 1. k[x1, . . . , xn] = I ⊕ Spank(O(I)).

2. Существует k‐изоморфизм векторных пространств
k[x1, . . . , xn]/I и Spank(O(I)).
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3. Для любого f ∈ k[x1, . . . , xn] существует единственный g =
Can(f, I) ∈ Spank(O(I)), такой, что f − g ∈ I . Кроме того:

(a) Can(f, I) = Can(g, I)тогда и только тогда, когда f − g ∈ I .

(b) Can(f, I) = 0тогда и только тогда, когда f ∈ I .

Пусть имеется подходящее бесконечное семейство идеалов (в кольцах
полиномов над конечным полем), для которого задача построения бази‐
сов Грёбнера имеет высокую вычислительную сложность. Пусть I—идеал
из этого семейства.

Предположим, что Арчибальду каким‐то образом становится изве‐
стен базис Грёбнера идеала I . Это его секретный ключ. Открытый ключ
Арчибальда состоит из множества мономов T ⊂ O(I) и набора полино‐
мов {g1, . . . , gl} ⊂ I невысокой степени. Этот набор является базисом
либо идеала I , либо некоторого идеала, вложенного в I .

Предположим также, что открытый текст M , который Балтазар хочет
послать Арчибальду, представлен в видеM =

∑
ti∈T citi. Дляшифрования

Балтазар выбирает случайные полиномы p1, . . . , pl и вычисляет шифр‐

текст C =M +
l∑

i=1

pigi.

Поскольку Арчибальд знает базис Грёбнера идеала I , он может вы‐
числить каноническую форму полинома C. Но, так как C − M ∈ I , то
Can(C, I) = Can(M, I) = M . Таким образом выполняется дешифрова‐
ние.

Их (не)друг (в оригинале — f(r)iend) Фантомас знает T, g1, . . . , gl и C.
Но Фантомас знает также, чтоM — каноническая форма полинома C.

Основной тезис работы состоит в том, что Фантомасу, на самом деле,
требуется вычислить не базис Грёбнера, а каноническую форму полино‐
маC. А последняя задача, с вычислительной точки зрения, может оказать‐
ся существенно проще. Дается краткое пояснение почему.

Суть проблемы в следующем. РассмотримфункциюF , которая отобра‐
жает (T, g1, . . . , gl,M, p1 . . . , pl) в (T, g1, . . . , gl, C). Здесь (T, g1, . . . , gl)
— параметры, выбирающие функцию из семейства функций. Какие у нас
имеются основания считать функцию F односторонней? Подчеркнем, что
вычислительной трудности в худшем случае задачи инвертирования функ‐
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ции F недостаточно. Также как и трудности в среднем. Требуется именно
односторонняя функция.

Если удастся построить, быть может, модифицированную функцию F
для которой гипотеза об односторонности будет обоснована математиче‐
ски, то возникнет вторая проблема. Требуется найти эффективный метод
генерации параметров функции F с уже известным базисом Грёбнера.

В случае решения обеих обозначенных проблем будет получен второй,
после функции Рабина, пример семейства функций с секретом.



Глава 8

О вычислительной сложности
задач построения базисов
Гребнера

8.1 Постановка задачи

Данный раздел предполагает знакомство читателя с основными поняти‐
ями теории сложности вычислений. Необходимую информацию можно
найти в монографиях по этой теории [GJ], [Kuz1], либо в приложении 10.2.

Задача построения базиса Грёбнера может быть сформулирована в
следующем стиле. Даны набор многочленов, определяющих идеал, и до‐
пустимыйпорядок. Найтибазис Грёбнера этого идеала. Это—математиче‐
ская задача, для которой вычислительная сложность не может быть опре‐
делена.

В отличие от математических задач для вычислительных задач необ‐
ходима точная спецификация форматов входных и выходных данных.
Очевидно, что математической задаче может соответствовать бесконеч‐
ное множество вычислительных задач. Последниемогут иметь различную
вычислительную сложность.

Всюду далее рассматривается следующая постановка вычислительной
задачи построения базиса Грёбнера.

161
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В случае многочленов над полем рациональных чисел данные пред‐
ставляются следующим образом. Множество переменных в задаче —
X = {x1, x2, . . . , xn, . . . }. Многочлен будем описывать (кодировать) ко‐
нечным словом в алфавите A, состоящем из четырех символов 0, 1, $, #.
Предполагается, что все переменные занумерованы натуральными числа‐
ми. Кодом K(xi) каждой переменной xi объявляется кратчайшая запись
натурального числа i в двоичной системе счисления. КодомK(r) каждого
рационального числа r = p/q считается слово σ(r)$K(p)$K(q), где

• σ(r) = 1, если r ≥ 0, и σ(r) = 0, если r < 0,

• K(p) иK(q)—кратчайшие записи натуральных чисел |p| и |q| в дво‐
ичной системе счисления.

КодомK(t) одночлена t = rxk1i1 . . . x
kn
in

является слово

K(r)$K(xi1)$K(k1)$ . . . $K(xin)$K(kn) .

КодомK(f) многочлена f = t1 + t2 + · · ·+ tN является слово

K(t1)#K(t2)# . . . #K(tN) .

Очевидно, что два разных многочлена имеют разные коды, и для каждого
слова в алфавите A можно легко проверить, является ли это слово кодом
какого‐либо многочлена.

Таким же способом можно закодировать многочлены над любым по‐
лем, которое порождается некоторым конечным подмножеством его эле‐
ментов.

Для заданной системы многочленов допустимый порядок на множе‐
стве термов определяется на основании теорем 4 и 43 квадратными мат‐
рицами над полем рациональных чисел. Матрицы {aij}ni,j=1 такого вида
также могут быть закодированы словами

K(a11)K(a12) . . . K(a1n)K(a21) . . . K(ann)

в алфавите A.
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Таким образом, входными данными вычислительной задачи построе‐
ния базиса Гребнера являются конечные наборы конечных слов в конеч‐
ном алфавите A, которые представляют собой коды многочленов, опре‐
деляющих некоторый идеал I в кольце многочленов, и код соответствую‐
щей им матрицы рациональных чисел, задающей допустимый порядок≺
на множестве термов.

Алгоритм построения базиса Гребнера, получив входные данные в ука‐
занном выше формате, должен завершить вычисление и выдать на выхо‐
де конечный набор слов в алфавите A, которые являются кодами много‐
членов, образующих базис Гребнера идеала I относительно допустимого
порядка≺.

Приразработке алгоритмовпостроениябазисов Гребнераиоценке вы‐
числительной сложности этой задачи в качестве модели вычислений бу‐
дет использоваться последовательная машина с произвольным доступом
к памяти (см. [GJ]). Эта модель очень удобна для описания алгоритмов ре‐
шения вычислительных задач. Наряду с машинами Тьюринга эта модель
широко используется в теории сложности вычислений.

Заметим, что ни в одной из работ, посвященных вычислительной слож‐
ности задачи построения базисов Грёбнера, нет постановки вычислитель‐
ной задачи, т. е. нет форматов входных и выходных данных. А они весьма
существенны. Например, многочлен может быть задан набором всех ко‐
эффициентов (включая нулевые) вплоть до старшего терма. Такая специ‐
фикация выглядит искусственной. Но лишь на первый взгляд. Рассмотрим
семейство систем уравнений. Каждая система содержит единственное
уравнение вида xn = 0, где n — целочисленный растущий параметр.
Ставится задача найти хотя бы одно решение системы. Если для постанов‐
ки вычислительной задачи использовать принятую нами спецификацию
кодирования многчленов, то такая задача будет иметь экспоненциальную
сложность.

Поскольку базисы Гребнера определяются относительно некоторого
фиксированного допустимого порядка на множестве термов, то возмож‐
ны два варианта постановки задачи:

• найти базис Гребнера заданного идеала. Входными данными яв‐
ляются многочлены, задающие идеал. Результатом является описа‐
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ние некоторого допустимого порядка на множестве термов и базис
Гребнера относительно этого порядка.

• Найти базис Гребнера заданного идеала относительно заданногодо‐
пустимого порядка на множестве термов. Входными данными явля‐
ются многочлены, задающие идеал, и описание допустимого поряд‐
ка на множестве термов. Результатом является базис Гребнера дан‐
ного идеала относительно этого порядка.

Нам неизвестны работы, в которых проводилось исследование первой
из указанных задач. Мы ограничимся рассмотрением второй задачи.

Хорошо известно, что уже в булевом случае задача распознавания
разрешимости систем квадратичных уравнений NP‐полна [GJ]. Но даже
для булева случая неясно, принадлежит ли задача построения базиса
Грёбнера классу FNP (функциональный аналог класса NP). Известно лишь,
что эта задача принадлежит классу FPSPACE, см. подраздел 8.3).

В подразделе 8.2 построен пример системы полиномиальных уравне‐
ний, для которой задача нахождения решений тривиальна, а приведен‐
ный базис Гребнера имеет экспоненциальную длину.

Основной результат раздела (теорема 58 Майра и Мейера) доказы‐
вается в подразделе 8.8: задача построения базиса Грёбнера EXPSPACE‐
трудна. В подразделе 8.11 показано, что базис Грёбнера может быть по‐
строен на экспоненциальной памяти.

Последующие подразделы посвящены доказательству вспомогатель‐
ных утверждений.

Прежде чемперейти кформулировкамидоказательствамрезультатов,
на наш взгляд уместно сделать следующие замечания.

1. В определениях классов языков с ограничениями на память (пример
— класс PSPACE), безразлично, какая память учитывается— вся или только
рабочая. Но для функциональных аналогов таких классов это может иметь
существенное значение. Всюду в данном разделе рассматриваются огра‐
ничения только на рабочую память.

2. Хорошо известно, что результаты об NP‐полноте или NP‐трудности
являются на данный момент лишь аргументами в пользу высокой вычис‐
лительной сложности задач. Следует подчеркнуть, что результаты, ска‐
жем, об EXPSPACE‐трудности абсолютны. Как бы в дальнейшем ни были
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решены открытые вопросы теории сложности вычислений, любой алго‐
ритм решения такой задачи требует экспоненциальной памяти.

3. С точки зрения криптографических приложений, важнейшим явля‐
ется случай системы полиномиальных булевых уравнений, которая заве‐
домо имеет решение и притом единственное. Сложностной статус таких
задач неясен. Во‐первых, они принадлежат классу FUP (определение см.
в приложении). Во‐вторых, это так называемые задачи с обязательством
(promise problem). Входные данные удовлетворяют дополнительному тре‐
бованию (обязательству): решение существует.

8.2 Простая система уравнений со сложным ба‐
зисом Гребнера

Основным результатом данного раздела является доказательство следую‐
щей теоремы.

Теорема 53. Задача построения базиса Гребнера булева идеала не при‐
надлежит классу FPSPACE.

Рассмотрим кольцо многочленов K[X] от переменных X =
{x1, . . . , xn} над произвольным полем K. Фиксируем целое число
0 < s ≤ n. Для целого 0 < i ≤ s обозначим через σ(s)

i (x1, . . . , xs) i ‐й сим‐
метрический многочлен. Далее будем предполагать, что характеристика
поляK либо 0, либо больше s.

Фиксируем неотрицательное целое число k ≤ n, где n— число пере‐
менных в кольце многочленов. Рассмотрим идеал I , порожденный мно‐
гочленами

f0(x1, . . . , xn) = x1 + . . .+ xn − k,
fi(x1, . . . , xn) = x2i − xi, i = 1, . . . , n.

(8.1)

Рассмотрим множество многочленов F = {fi | i = 1, . . . , n}.
Лемма 47. Пусть базисом идеала I являются многочлены из формулы
((8.1)) и заданы два целых числа 0 < i ≤ s < n. Тогда существует такой
многочлен Pi,s степени не выше i от переменных xs+1, . . . , xn, что

σ
(s)
i (x1, . . . , xs) + Pi,s(xs+1, . . . , xn) ∈ I.
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Доказательство. Воспользуемся индукцией по i.
При i = 1 определим многочлен Pi,s(xs+1, . . . , xn) формулой

P1,s(xs+1, . . . , xn) = xs+1 + . . .+ xn − k = σ
(n−s)
1 (xs+1, . . . , xn)− k.

Тогда

I 3 f0(x1, . . . , xn) = σ
(s)
1 (x1, . . . , xs) + P1,s(xs+1, . . . , xn).

Предположим, что существование многочленов Pi,s доказано для всех i <
j ≤ s. Докажем существование многочлена Pj,s. Заметим, что для любых
a и b в силу равенства

aj − bj = (a− b)(aj−1 + . . .+ bj−1)

и определения идеала из соотношения a− b ∈ I следует, что aj − bj ∈ I .
Положим

a = x1 + . . .+ xs = σ
(s)
1 (x1, . . . , xs),

b = −xs+1 − . . .− xn + k = −σ(n−s)
1 (xs+1, . . . , xn) + k.

Легко видеть, что

aj = j!·σ(s)
j (x1, . . . , xs)+L

(
σ
(s)
1 (x1, . . . , xs), . . . , σ

(s)
j−1(x1, . . . , xs)

)
( mod F ),

где L—линейная форма. Тогда при некотором h ∈ I выполняется соотно‐
шение

aj = j! · σ(s)
j (x1, . . . , xs) + L

(
σ
(s)
1 (x1, . . . , xs), . . . , σ

(s)
j−1(x1, . . . , xs)

)
+ h(x1, . . . , xn).

Согласно предположению индукции для всех i = 1, . . . , j − 1 суще‐
ствуют hi ∈ I для которых выполняются соотношения

σ
(s)
i (x1, . . . , xs) = hi(x1, . . . , xn)− Pi,s(xs+1, . . . , xn).



8.2. ПРОСТАЯСИСТЕМАУРАВНЕНИЙСОСЛОЖНЫМБАЗИСОМГРЕБНЕРА167

Посколькуaj−bj ∈ I , и bj = Qj,s(xs+1, . . . , xn)принекоторомQj,s степени
не выше j, то существует g ∈ I , такой, что

aj − bj = j! · σ(s)
j (x1, . . . , xs)

−L (P1,s(xs+1, . . . , xn), . . . , Pj−1,s(xs+1, . . . , xn))
−Qj,s(xs+1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn)

и, следовательно, можно определить многочлен Pj,s формулой

−Pj,s(xs+1, . . . , xn) =
1

j!
(Qj,s(xs+1, . . . , xn)

+ L (P1,s(xs+1, . . . , xn), . . . , Pj−1,s(xs+1, . . . , xn))) .

Введем обозначение

Bs = {0, 1} × . . .× {0, 1}︸ ︷︷ ︸
s сомножителей

.

Для ω = (i1, . . . , is) ∈ Bs положим

|ω| = i1 + . . .+ is.

Для любого целого 0 < k < n определим разбиение множества X
на два множества Y = {x1, . . . , xk−1} (в случае k = 1 это множество пу‐
стое) и множествоZ = {xk, . . . , xn}. Напомним, что для любогоω ∈ Bk−1

определен терм
Y ω = xi11 . . . x

ik−1

k−1 ,

где ω = (i1, . . . , ik−1), и для любого η ∈ Bn−k+1 определен терм

Zη = xj1k . . . xjn−k+1
n ,

где η = (j1, . . . , jn−k+1).
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Лемма 48. Пусть 0 < k < 2k < n и характеристика поля K больше n
или равна 0. Тогда в кольцемногочленовK[xk, . . . , xn] существуетедин‐
ственный, с точностью до умножения на ненулевую константу, нену‐
левой многочлен вида ∑

ω∈Bn−k+1

|ω|≤k

λωZ
ω,

принадлежащий идеалу I .

Доказательство. Вначале докажем существование указанного много‐
члена, воспользовавшись леммой 47.

Положим s = k − 1. Согласно лемме 47 для всех i < k определены
многочлены Pi,k−1, удовлетворяющие условиям

σ
(k−1)
i (x1, . . . , xk−1) + Pi,k−1(xk, . . . , xn) ∈ I.

Поскольку degPi,k−1 ≤ i, а идеал I — булев (см. определение 6.3.1), то
существуют такие многочлены hi,k ∈ I и

Qi,k(xk, . . . , xn) =
∑

ω∈Bn−k+1

|ω|≤i

λω,kZ
ω ∈ K[Z],

что
Pi,k−1(xk, . . . , xn) = Qi,k(xk, . . . , xn) + hi,k(xk, . . . , xn).

Тогда
σ
(k−1)
i (x1, . . . , xk−1) +Qi,k(xk, . . . , xn) ∈ I (8.2)

для всех пар i, k, удовлетворяющих условию 0 < i ≤ k − 1 < n.
Заметим, что в силу равенства

ak − bk = (a− b)(ak−1 + . . .+ bk−1)

и определения идеала из соотношения a− b ∈ I следует, что ak − bk ∈ I .
Положим

a = x1 + . . .+ xk−1

b = −xk − . . .− xn + k.
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Раскрывая скобки и используя соотношения x2i = xi при всех i =
1, . . . , n получаем равенства

ak =
k−1∑
i=0

λiσ
(k−1)
i (x1, . . . , xk−1), (modI)

bk =
k−1∑
i=0

µiσ
(n−k+1)
i (xk, . . . , xn) + k! · σ(n−k+1)

k (xk, . . . , xn) (modI).

Тогда в силу соотношений ((8.2)) выполняется равенство

ak =
∑

ω∈Bn−k+1

|ω|<k

νωZ
ω (modI),

и, учитывая, что ak − bk ∈ I , получаем

k! · σ(n−k+1)
k (xk, . . . , xn) +

k−1∑
i=0

µiσ
(n−k+1)
i (xk, . . . , xn)−

∑
ω∈Bn−k+1

|ω|<k

νωZ
ω ∈ I.

Поскольку характеристика поляK больше k, многочлен

k! · σ(n−k+1)
k (xk, . . . , xn) +

k−1∑
i=0

µiσ
(n−k+1)
i (xk, . . . , xn)−

∑
ω∈Bn−k+1

|ω|<k

νωZ
ω

не равен 0 и удовлетворяет требованиям леммы.
Далее покажем, что указанный многочлен единствен. Выберем любой

многочлен
p(xk, . . . , xn) =

∑
ω∈Bn−k+1

|ω|≤k

λωZ
ω,

удовлетворяющий условиям леммы 48. Необходимым условием принад‐
лежности многочлена p идеалу I является равенство этого многочлена ну‐
лю во всех корнях идеала I .

Разобьем множество M всех корней идеала I на непересекающие‐
ся подмножества Mi, где i = 0, 1, . . . , k − 1. Для этого определим мно‐
жествоMi как множество корней (α1, . . . , αn) идеала, удовлетворяющих



170ГЛАВА8. ОВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙСЛОЖНОСТИЗАДАЧПОСТРОЕНИЯБАЗИСОВГРЕБНЕРА

условию α1 + . . . + αk−1 = i. МножестваMi, очевидно, не пересекают‐
ся. Поскольку идеал I булев, то компоненты корней могут быть равными
только 0 или 1. Поэтому α1 + . . . + αk−1 < k. Следовательно, множество
корнейM идеала I представимо в виде разбиения

M =
k−1⋃
i=0

Mi.

Докажем, что
λω = (−1)|ω|λω0 , (8.3)

где
ω0 = (0, . . . , 0).

Доказательство проведем индукцией по |ω|.
Пусть |ω| = 1. Рассмотрим множество корнейMk−1 ⊂ M . Поскольку

для любого корня α = (α1, . . . , αn) из этого множества выполняется ра‐
венство α1+ . . .+αk−1 = k−1, то только одна из координат (αk, . . . , αn)
равна 1, а остальные нулевые. Все эти корни находятся во взаимно од‐
нозначном соответствии с такими векторами ω ∈ Bn−k+1, что |ω| = 1.
Поскольку многочлен p обращается в ноль на таких векторах (αk, . . . , αn),
для всех ω, |ω| = 1, выполняется равенство λω = −λω0 .

Пусть равенство ((8.3)) доказано для всехω, |ω| < m ≤ k. Докажем
равенство ((8.3)) для ω, |ω| = m.

Рассмотрим множество корней Mk−m ⊂ M . Пусть (α1, . . . , αn) ∈
Mk−m Поскольку α1 + . . . + αk−1 = k − m, из координат (αk, . . . , αn)
в точностиm равны 1, а остальные нулевые. Все такие решения находятся
во взаимно однозначном соответствии с такими ω ∈ Bn−k+1, что |ω| = m.
Заметим, что согласно определению множестваMk−m и предположению
индукции для таких решений выполняется равенство

p(αk, . . . , αn) =
∑

ω∈Bn−k+1

|ω|≤m

λωA
ω =

∑
ω∈Bn−k+1

|ω|<m

(−1)|ω|λω0A
ω +

∑
η∈Bn−k+1

|η|=m

ληA
η,

где A = (αk, . . . , αn). Согласно определению множества Mk−m и ввиду
неравенства 2k < n при 0 ≤ i < m на решениях изMk−m справедливо
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равенство∑
ω∈Bn−k+1

|ω|=i

(−1)|ω|λω0A
ω =

∑
ω∈Bn−k+1

|ω|=i

(−1)iλω0A
ω = (−1)i ·

(
m

i

)
· λω0 .

Также выполнено равенство

λη0 =
∑

η∈Bn−k+1

|η|=m

ληA
η,

где η0 = (αk, . . . , αn). Заметим, что справедливы равенства
m∑
i=0

(
m

i

)
(−1)i = (1− 1)m = 0. (8.4)

Поскольку многочлен p равен нулю на таких векторах (αk, . . . , αn), вы‐
полняются равенства

p(αk, . . . , αn) =
m−1∑
i=0

(−1)i ·
(
m

i

)
· λω0 + λη0 = 0.

Учитывая теперь соотношение ((8.4)), получаем равенство λη0 = (−1)m ·
λω0 . Следовательно, для всех |ω| = m выполняется равенствоλω = (−1)|ω|·
λω0 .

Поэтому

p(αk, . . . , αn) = λω0 ·

(
k∑

i=0

(−1)iσ
(n−k+1)
i (xk, . . . , xn)

)
.

Следствие 23. Пусть выполняются предположения леммы48. Тогдамно‐
гочлен

p(αk, . . . , αn) =
k∑

i=0

(−1)iσ
(n−k+1)
i (xk, . . . , xn). (8.5)

является неприводимым элементом базиса Гребнера идеала I для лек‐
сикографического упорядочениятермов намножестве переменныхX =
{x1, . . . , xn}.
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Доказательство. Предположим, что многочлен p приводим. Тогда су‐
ществует элемент g неприводимого базиса Гребнера идеала I , старший
терм которого делит один из термов многочлена p. Следовательно, этот
старший терм многочлена g содержит только переменные из множества
Z = {xk, . . . , xn}. Поскольку термы многочлена g упорядочены лексико‐
графически, все его остальные термы также зависят только от переменных
из множестваZ. Поэтому многочлен g удовлетворяет условиям леммы 48,
и многочлен p ∈ K[xk, . . . , xn] отличается от g ненулевым множителем,
т.е. g неприводим, что противоречит выбору g.

Следующее утверждение завершает доказательство теоремы 53.

Следствие 24. При k =
[
n
2

]
размер базиса Гребнера идеала I экспоненци‐

ален относительно длины описания идеала I формулами ((8.1)).

Доказательство. Очевидно, длина описания идеала I равна n.
Многочлен p из следствия 23 является неприводимым элементом базиса
Гребнера идеала I и содержит

(
n

k+1

)
> 2n/2 термов с коэффициентами

±1.

8.3 Уравнения в булевой алгебре

Задача нахождения базиса Гребнера для булева идеала может быть ре‐
шена алгоритмически, с использованием не более чем экспоненциальной
памяти (лежит в классе FPSPACE).

Теорема 54. Для заданных базиса булева идеала I ⊆ Q[x1, . . . , xn] и
допустимого порядка на термах < единственный приведенный базис
Гребнера для I относительно порядка < может быть вычислен алго‐
ритмом, объем используемой памяти которого ограничен сверху поли‐
номом от длины входных данных.
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8.4 EXPSPACE‐трудность задачи проверки при‐
надлежности базису Гребнера

В данном разделе под биномом понимается разность двух непустых тер‐
мов (т.е. t 6= x01 · · ·x0n = 1). Идеал I ⊂ K[x1, . . . , xn] называется биноми‐
альным, если существует его базис, состоящий из биномов.

Лемма 49. Приведенный базис Гребнера биномиального идеала состоит
из биномов.

Доказательство. Заметим, что при применении алгоритма Бухбергера
для вычисления базиса Гребнера биномиального идеала все получаемые
многочлены являются биномами:

• S‐многочленом биномов также является бином.

• Результатом операции приведения бинома относительно множе‐
ства биномов также является бином.

Обозначим через AG алгоритм нахождения базиса Гребнера относи‐
тельно лексикографического порядка в градуированном моноиде термов
для произвольного идеала в кольце многочленов с рациональными коэф‐
фициентами. Обозначим SPACE(AG(I)) необходимую для выполнения
алгоритмаAG память, если на вход алгоритмаAG поступает описание иде‐
ала I .

ЧерезAIM обозначим алгоритм проверки принадлежности многочле‐
на идеалу. На вход алгоритма AIM поступает описание идеала I и мно‐
гочлена f ∈ K[x1, . . . , xn], относительно которого решается задача при‐
надлежности. Обозначим через SPACE(AIM(I)) необходимую для вы‐
полнения алгоритма AIM память в наихудшем случае, т.е.

SPACE(AIM(f)) = max
f
SPACE(AIM(f, I)).

cn log d+ SPACE(AG(I)) ≥ SPACE(AIP (I)).
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Теорема 55. Задача проверки равенства слов PSPACE‐сводима по
Тьюрингу к задаче проверки принадлежности многочлена базису
Гребнера идеала.

Доказательство. Предположим, имеется алгоритм AG проверки при‐
надлежности элемента базису Гребнера относительно лексикографиче‐
ского порядка в градуированном моноиде термов для произвольно‐
го идеала в кольце многочленов с рациональными коэффициентами.
Ограничимся биномиальными идеалами. Терм, предшествующий терму
α, будем обозначать α′. Бином будем записывать в виде xω1 −xω2 , причем
xω1 — старший терм. Положим d = deg(xω1 − xω2). Решим задачу провер‐
ки принадлежности бинома xω1 − xω2 биномиальному идеалу с помощью
следующего алгоритма, использующего алгоритм AG в качестве вспомо‐
гательной процедуры.

Шаг 0 Выполняем присваивания b := xω1 − xω2 и α := xω1 .

Шаг 1 Выполняем присваивания η := α, ν := α′.

Шаг 2 Если ν = 1, то переходим к Шагу 7.

Шаг 3 Выполняем присваивание β := η − ν.

Шаг 4 Выполняем проверку β ∈ G с помощью алгоритма AG. Если β ∈ G,
переходим к шагу 11.

Шаг 5 Выполняем присваивание ν := ν ′.

Шаг 6 Если ν 6= 1, то переходим к шагу 3.

Шаг 7 Выполняем присваивание µ := η′.

Шаг 8 Если µ = 1, то переходим к Шагу 13.

Шаг 9 Если µ 6 |α, то выполняем присваивание η = µ и переходим кШагу 7.

Шаг 10 Выполняем присваивания η := µ и ν := η′. Переходим к Шагу 2.

Шаг 11 Приводим бином b с помощью элемента β. Получаем новый бином
xγ1 − xγ2 . Выполняем присваивания b := xγ1 − xγ2 и α := xγ1 .
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Шаг 12 Если b 6= 0, то переходим к Шагу 1.

Шаг 13 Если b = 0, то xω1 − xω2 принадлежит идеалу, в противном случае
xω1 − xω2 не принадлежит идеалу.

Шаг 14 Стоп.

Очевидно, что приведенный алгоритм позволяет решать задачу про‐
верки принадлежности бинома идеалу, а следовательно, решать задачу
равенства слов. Используя описание алгоритма, нетрудно проверить, что
для его выполнения достаточно памяти, не превышающей памяти, требу‐
емой для проверки принадлежности биномов базису Гребнера, степени
которых не превышают степени сравниваемых слов, на величину не бо‐
лее чем cn log d. Иными словами, имеется PSPACE‐сводимость по Тьюрингу
задачи проверки равенства слов к задаче проверки принадлежности эле‐
мента базису Гребнера.

8.5 Построение базиса Гребнера алгортимом с
экспоненциальным объемом памяти

В данном разделе доказывается

Теорема 56. Существует алгоритм, который для любого идеала I , по‐
рожденного многочленами f1, . . . , fm ∈ Q[x1, . . . , xn] степени не выше
d, и допустимого порядка < на множестве термов, строит приведен‐
ный базис Гребнера этого идеала, используя экспоненциальный объем
памяти.

Хотя в формулировке этой теоремы рассматривается кольцомногочле‐
нов над полем рациональных чисел, ее очевидным образом можно обоб‐
щить на случай кольца многочленов над произвольным конечным полем.
Такое обобщение требует описаний представления элементов поля и ал‐
гебраических операций в нем.

Доказательство. Доказательство этой теоремы использует результат
теорем 60 и 39.
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Согласно теореме 39 для построения базиса Гребнера достаточно про‐
вести полный перебор термов, степень которых не превосходит величины

D = 2

(
d2

2
+ d

)2n−2

(8.6)

и проанализировать их нормальные формы.
На первом этапе рассмотрим множество термов, степень которых не

превосходит D, и для каждого терма t из этого множества построим его
нормальную форму NF(t), руководствуясь теоремой 60. Если старший мо‐
ном нормальной формы отличен от исходного терма t, то этому терму со‐
поставляется элемент базиса Гребнера, равный t− NF(t). (Согласно опре‐
делению нормальной формы этот элемент принадлежит идеалу I .) В про‐
тивном случае термисключается из рассмотрения. Очевидно, что в резуль‐
тате получается базис Гребнера. Однако этот базис не является приведен‐
ным, поскольку содержит элементы, старшие термы которых могут быть в
отношении делимости. Чтобы построить приведенный базис Гребнера G,
необходимо исключить лишние элементы так, чтобы для любых g1, g2 ∈ G
не выполнялось ни одно из соотношений

HT(g1)|HT(g2) и HT(g2)|HT(g1).

С этой целью на втором этапе будем перебирать все термы степени не
выше D, используя градуированный лексикографический порядок ≤g−lex

на множестве термов. Отметим, что нормальная форма определяется от‐
носительно, вообще говоря, другого допустимого порядка. Нормальную
форму многочлена h будем обозначать через NF(h).

Пусть t—произвольный терм степени, не вышеD. Необходимымидо‐
статочным условием принадлежности многочлена t − NF(t) приведенно‐
му базису Гребнера идеала I является отсутствие такого терма t′, который
делит терм t и удовлетворяет соотношению t′ − NF(t′) 6= 0. Чтобы прове‐
рить это условие достаточно перебрать все термы t′ степени не выше D,
которые являются делителями рассматриваемого терма t. Если таких тер‐
мов нет, оставляем элемент t − NF(t) как элемент приведенного базиса
Гребнера. В противном случае исключаем этот элемент.

Алгоритм, осуществляющий построение базиса Гребнера, приведен
ниже.
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1 Присваиваем t := 1,G := ∅. Вычисляем NF(t).

2 Если NF(t) = 0, то присваиваемG := {1}∪G и переходим к шагу 14.

3 Выбираем следующий за термом t терм t′ относительно порядка
≤g−lex на множестве термов.

4 Если deg(t′) > D, то переходим к шагу 14.

5 Присваиваем t := t′.

6 Вычисляем NF(t).

7 Если NF(t) = t, то переходим к шагу 3.

8 Вычисляем элемент g(t) по формуле g(t) = t − NF(t). Выполняем
присваивание s := t.

9 Среди собственных делителей терма t выбираем максимальный от‐
носительно порядка≤g−lex терм s1, такой что s1 ≤g−lex s. Вычисляем
g(s1) = s1 − NF(s1).

10 Если g(s1) 6= 0, то переходим к шагу 3. (В этом случае элемент g(t)
не добавляется в базис ГребнераG.)

11 Выполняем присваивание s := s1.

12 Если s 6= 1, то переходим к шагу 9.

13 Добавляем элемент g(t) в базис Гребнера: G := {g(t)} ∪ G.
Переходим к шагу 3.

14 Заканчиваем вычисление: базис ГребнераG найден.

Как видно из описания алгоритма вся используемая им память расхо‐
дуется для построения нормальной формы и для хранения очередного
терма. Как следует из теоремы 60 и ограничения степени терма величи‐
нойD, для выполнения алгоритма достаточно экспоненциального объема
памяти от размера описания идеала I .
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8.6 Метод линеаризации

Теорема Херманн 37 позволяет свести обозначенную ниже через IM за‐
дачу определения принадлежности многочлена идеалу к задаче решения
системы линейных уравнений.

Пусть заданы многочлены f0, f1, . . . , fk ∈ K[x1, . . . , xn]. Требуется
определить, верно ли, что

f0 ∈ (f1, . . . , fk),

т.е. существуют лимногочлены g1, . . . gk ∈ K[x1, . . . , xn], для которых вы‐
полняется равенство

g1f1 + . . .+ gkfk = f0.

Предположим, что deg fi < d при i = 1, . . . , k и deg f0 < B. Допустим,
что выполняется соотношение f0 ∈ (f1, . . . , fk). Тогда согласно теореме
Херманн соотношение f0 ∈ (f1, . . . , fk) выполняется тогда и только тогда,
когда существуют такиемногочлены g1, . . . , gk ∈ K[x1, . . . , xn], степеней,
не выше B + (kd)2

n
, для которых выполняется равенство

f1g1 + . . .+ fkgk = f0.

Следовательно, задача проверки принадлежности идеалу эквивалент‐
на задаче проверки разрешимости уравнения

g1f1 + . . .+ gkfk = f0 (8.7)

относительно неизвестных g1, . . . , gk в подмножестве многочленов, сте‐
пени, не вышеB + (kd)2

n
.

Рассмотрим последнюю из упомянутых задач. Поскольку deg f0 < B,
deg fi < d и deg gi ≤ B + (kd)2

n
, имеют место равенства

f0 =
∑

|ω|<B

a0,ωx
ω,

fi =
∑

|ω|<d

ai,ωx
ω, i = 1, . . . , k,

gi =
∑

|ω|≤B+(kd)2n
βi,ωx

ω, i = 1, . . . , k,
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где βi,ω — неизвестные.
Тогда

g1f1 + . . .+ gkfk =
k∑

i=1

 ∑
|ω|≤B+(kd)2n

βi,ωx
ω

∑
|ω|<d

ai,ωx
ω



=
∑

|ω|≤B+(kd)2n+d


∑

ω1+ω2=ω

|ω1|≤B+(kd)2
n

|ω2|<d

k∑
i=1

βi,ω1ai,ω2

xω

Воспользовавшись полученным равенством и полагая a0ω = 0 при
ω ≥ B, сводим задачу разрешимости уравнения (8.7) к системе линейных
уравнений по всем ω, таким, что |ω| ≤ B + (kd)2

n
+ d,∑

ω1+ω2=ω

|ω1|≤B+(kd)2
n

|ω2|<d

k∑
i=1

βi,ω1ai,ω2 = a0,ω, (8.8)

относительно неизвестных βi,ω1 , где |ω1| ≤ B + (kd)2
n
, эквивалентную

уравнению ((8.7)). Число уравнений системы ((8.8)) не превосходит мощ‐
ности множества векторов ω ∈ Zn

+ таких, что |ω| < B + (kd)2
n
+ d, т.е.

величины (B + (kd)2
n
+ d)n.

Теорема 57. Система уравнений
α1,1f1 + α1,kfk = b1,
. . . . . . . . .
αm,1f1 + αm,kfk = bm,

над кольцомK[x1, . . . , xn] относительно неизвестных f1, . . . , fk, коэф‐
фициенты которой удовлетворяют условиям

degαij < d и deg bi < B,

имеет решение в этом кольце тогда и только тогда, когда разрешима
система ((8.8)) изm(B+(kd)2

n
+d)n линейных уравнений относительно

k(B + (kd)2
n
)n неизвестных.
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8.7 Метод линеаризация для булевых идеалов

Для булевых идеалов задача проверки принадлежности многочлена иде‐
алу также сводится к задаче решения системы линейных уравнений над
Z2, но без использования теоремы Херманн.

Действительно, задача проверки принадлежности булеву идеалу сво‐
дится к задаче проверки принадлежности идеалу в кольце

Z2[x1, . . . , xn]/(x
2
1 − x1, . . . , x

2
n − xn).

Любой элемент этого кольца представим в виде

p(x1, . . . , xn) =
∑

ω∈(Z2)
n

aωx
ω.

В частности, степень любого многочлена не превосходит n.
Задача принадлежности булеву идеалу эквивалентна разрешимости

уравнения

g1f1 + . . .+ gkfk = f0 (8.9)

относительно неизвестных g1, . . . , gk в подмножестве многочленов
Z2[x1, . . . , xn]/(x

2
1 − x1, . . . , x

2
n − xn).

Согласно условию имеем

f0 =
∑

|ω|<n

a0,ωx
ω,

fi =
∑

|ω|<n

ai,ωx
ω, i = 1, . . . , k,

gi =
∑

|ω|<n

βi,ωx
ω, i = 1, . . . , k,

где βi,ω — неизвестные и ω ∈ (Z/(2))n. Поскольку xω1xω2 = xω1∨ω2 , где
ω1 ∨ ω2 — покомпонентная дизъюнкция векторов ω1 и ω2, выполняются
равенства
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g1f1 + . . .+ gkfk =
k∑

i=1

∑
|ω|<n

βi,ωx
ω

∑
|ω|<n

ai,ωx
ω



=
∑
|ω|<n

 ∑
ω1∨ω2=ω

|ω1|<n
|ω2|<n

k∑
i=1

βi,ω1ai,ω2

xω

=
∑
|ω|<n

k∑
i=1

∑
|ω1|<n

( ∑
ω2 : ω1∨ω2=ω

ai,ω2

)
βi,ω1x

ω.

Используя полученное равенство, получим что для нахождения коэффи‐
циентов gi, для которых выполнено соотношение (8.9), достаточно найти
решение системы линейных уравнений

k∑
i=1

∑
|ω1|<n

( ∑
ω1∨ω2=ω

ai,ω2

)
βi,ω1 = a0,ω, (8.10)

где |ω| < n, относительно неизвестных βi,ω1 , где |ω1| < n. Число уравне‐
ний системы ((8.10)) не превосходит мощности множества векторов ω ∈
(Z/(2))n таких, что |ω| < n.

8.8 EXPSPACE‐полнота задачи принадлеж‐
ности многочлена идеалу

Задача проверки принадлежности многочлена данному идеалу (задача
IM). Пусть задано полеK и многочлены

f0, . . . , fm ∈ K[x1, . . . , xn].

Требуется узнать, существуют ли такие многочлены q1, . . . , qm, для кото‐
рых выполняется равенство

f0 =
m∑
i=1

qifi.



182ГЛАВА8. ОВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙСЛОЖНОСТИЗАДАЧПОСТРОЕНИЯБАЗИСОВГРЕБНЕРА

Метод решения задачи IM, включая описание структуры идеала I , при‐
ведено в теоремах Д. Гильберта, Э. Ласкера и Г. Херманн (теоремы 36, 13,
14, 37).

Понятие базиса Гребнера идеала и алгоритм Бухбергера позволили
установить алгоритмическую разрешимость задачи IM.

В этом разделе нас интересует вычислительная сложность задачи IM. В
качестве основного поля K будем рассматривать поле рациональных чи‐
сел. Все результаты данного подраздела справедливы и для любого дру‐
гого поляK, в котором операции сложения и умножения эффективно вы‐
числимы.

Сформулируем основной результат данного подраздела.

Теорема 58. (Майр [Mayr]) Задача IM является EXPSPACE‐трудной.

Доказательство теоремы проводится в два этапа. Сначала доказывает‐
ся EXPSPACE‐трудность задачи распознавания равенства слов в коммута‐
тивных полугруппах (задача CWEP). Второй этап заключается в демонстра‐
ции сводимости задачи CWEP к задаче IM.

Начнем с постановки задачи CWEP.
Поскольку CWEP рассматривается как вычислительная задача, необхо‐

димо указать, как задаются входные данные и, в частности, как задается
коммутативная полугруппа G. Эта полугруппа должна иметь описание ко‐
нечной длины. Поэтому на полугруппу накладываются два ограничения:
конечность множества ее образующих и конечная порожденность множе‐
ства соотношений в полугруппе.

Конечное множество образующих полугруппы обозначим U =
{u1, . . . , un} ⊂ G. T1〈U〉 = T 〈U〉\{1} является свободной коммутатив‐
ной полугруппой с тем же множеством образующих, поэтому определен
эпиморфизм (“гомоморфизм на”) полугрупп

φ : T1〈U〉 → G,

определяющий задание полугруппы G образующими из множества U .
Тогда для некоторого отношения эквивалентности ≡ выполняется равен‐
ство G = T1〈U〉/ ≡.
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Имеется, например, тривиальное описание такого отношения

t ≡ s⇔ φ(t) = φ(s).

Такое описание в общем случае является бесконечным и, конечно, непри‐
емлемо для наших целей. Чтобы дать конечное описание конечно порож‐
денной полугруппы, введем следующие понятия.

Определение 8.8.1. Пусть P = {α1 ≡ β1, . . . , αk ≡ βk} — такой ко‐
нечный набор соотношений эквивалентности между элементами по‐
лугруппы T1〈U〉, что из α ≡ β ∈ P следует, что β ≡ α ∈ P и≡—мини‐
мальное мультипликативно замкнутое отношение эквивалентности
в полугруппе термов T1〈U〉, содержащее множество P . Простым выво‐
дом α → β mod P называется эквивалентность термов α ≡ β вида

α = γαi ≡ γβi = β,

полученная умножением соотношения эквивалентностиαi ≡ βi измно‐
жестваP на некоторыйтерм γ ∈ T 〈U〉. Выводом α → β mod P эквива‐
лентности α ≡ β называется последовательность простых выводов
эквивалентностей

γ1 → γ2 → . . .→ γn mod P ,

где α = γ1 и β = γn.

Определение 8.8.2. Пусть задана полугруппа G, конечное множество
U = {u1, . . . , un}, эпиморфизм полугрупп

φ : T1〈U〉 → G,

и конечный набор соотношений эквивалентности

P = {α1 ≡ β1, . . . , αk ≡ βk},

междутермами T1〈U〉. Набор (G, U, φ,P) называется конечным задани‐
ем полугруппы G, если, равенство φ(α) = φ(β) эквивалентно существо‐
ванию вывода эквивалентности α ≡ β mod P . Множество U назывет‐
ся множеством образующих группы G, а множество P множеством со‐
отношений конечного задания полугруппы.



184ГЛАВА8. ОВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙСЛОЖНОСТИЗАДАЧПОСТРОЕНИЯБАЗИСОВГРЕБНЕРА

Отметим, что не любая конечно порожденная полугруппа может быть
описана таким способом. Однако в дальнейшем под конечно порожден‐
ной полугруппой будем подразумевать только те полугруппы, которые
имеют указанное описание, т.е. конечно порожденные полугруппы, за‐
данные конечным набором соотношений на множестве термов.

ЗадачаCWEP проверки эквивалентности слов в коммутативной по‐
лугруппе. Пусть имеется конечное задание коммутативной полугруппы G
множеством образующих U = {u1, . . . , un} и множеством соотношений
P = {α1 ≡ β1, . . . , αk ≡ βk} и пара термов (слов) a, b ∈ T1〈U〉. Требуется
выяснить, выполняется ли a ≡ b.

Покажем, что задача CWEP сводится к задаче IM.
Задание U , P определяет идеал

IQ(P) = (α1 − β1, . . . , αk − βk).

в кольце многочленовQ[U ].

Лемма 50. Если α ≡ β, то α− β ∈ IQ(P).

Доказательство. Согласно условию леммы существует вывод эквива‐
лентности с помощью задания P :

α = γ0 → γ1 → . . .→ γs = β mod P .

Без ограничения общности s ≥ 1. Поэтому для любого 1 ≤ m ≤ s суще‐
ствуют δm ∈ T 〈U〉 и 1 ≤ im ≤ n, такие, что

γm−1 = δmαim и γm = δmβim .

Следовательно,

β − α =
n∑

m=1

δm(βim − αim) ∈ IQ(P).
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Лемма 51. Пустьα, β—термынаU . Если для некоторых ненулевых gi ∈
Q[U ], где 1 ≤ i ≤ k, выполняется равенство

β − α =
k∑

i=1

(βi − αi)gi, (8.11)

то существует такой вывод эквивалентности α ≡ β с помощью набо‐
ра эквивалентностей P

α = γ0 → γ1 → . . .→ γs = β mod P ,

что для всех j ∈ Is = {0, . . . , s} выполняются неравенства

deg γj ≤ max
1≤i≤k

deg(βigi).

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что α 6= β.
Домножим обе части формулы (8.11) на общий знаменатель d всех ра‐

циональных коэффициентовмногочленов gi, где 1 ≤ i ≤ k. Тогда для неко‐
торого s ≥ 1 задание соотношение можно записать в виде

dβ − dα =
s∑

m=1

(βim − αim)tm, (8.12)

где tm ∈ T 〈U〉, 1 ≤ im ≤ k и deg tm ≤ deg gim . Здесь мы воспользовались
тем, что из αi ≡ βi ∈ P следует, что и βi ≡ αi ∈ P .

Поскольку в левую часть формулы (8.12) входит терм α с ненулевым
коэффициентом, при некотором 1 ≤ r ≤ s выполнено соотношение α =
αirtr. Поэтому

1) dβ − (d− 1)α− βirtr =
∑

m∈Is\{r}
(βim − αim)tm,

2) α = αirtr → βirtr mod P .

Если βirtr = β, то вывод искомой эквивалентности получен. В противном
случае существует r′ ∈ Is \ {r}, такой, что βirtr = αir′

tr′ , и поэтому выпол‐
нены соотношения
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1) dβ − (d− 1)α− βir′ tr′ =
∑

m∈Is\{r,r′}
(βim − αim)tm,

2) α → βirtr = αir′
tr′ → βir′ tr′ mod P .

Если βir′ tr′ = β, то требуемый вывод построен. Иначе продолжим по‐
строение. Поскольку множество Is содержит s элементов, не более чем за
s шагов будет получен вывод

α → γ1 → . . .→ γs′ = β mod P

или вывод
α → γ1 → . . .→ γs = βi0tr0 mod P

и соотношение
dβ − (d− 1)α− βi0tr0 = 0.

из которого следует, что β = α, что противоречит исходному предположе‐
нию α 6= β.

Согласно леммам 50 и 51 задачаCWEP является специальным случа‐
ем задачи IM — принадлежности идеалу разности двух термов.

Ниже приводится доказательство EXPSPACE‐трудности задачи
CWEP , из которого вытекает EXPSPACE‐трудность задачи IM .

Схема доказательства EXPSPACE‐трудности задачи CWEP следу‐
ющая:

• Вначале мы обратимся к модели вычислений машин
Минского [Мин71] и докажем EXPSPACE‐трудность задачи
ESC (Exponential State Complexity) проверки завершаемости вы‐
числений 3‐счетчиковых машин Минского с ограниченной высотой
счетчиков (Лемма 52).

• Далее докажем, что задача проверки завершаемости вычислений 3‐
счетчиковой машины Минского C сводится к задаче проверки ра‐
венства слов в некоторой коммутативной полугруппеG ′

C , которая со‐
ответствует машине C.
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• Однако построенная полугруппаG ′
C имеет слишком сложное устрой‐

ство, и сведение задачи ESC к задаче проверки равенства слов
в этой полугруппе требует больших вычислительных затрат. Чтобы
избежать этого, построим сравнительно коммутативную полугруп‐
пу GC с более простой системой определяющих соотношений, в ко‐
торую вложима полугруппа G ′

C . Вложение устроено так, что задача
ESCсводится к задаче равенства слов в полугруппе GC , и это сведе‐
ние требует небольшого объема вычислительных ресурсов. Отсюда
следует, что задача CWEP является EXPSPACE‐трудной.

Для того чтобы формально определить задачу ESC, нам нужно обра‐
титься к модели вычислений счетчиковых машин. Счетчиковые машины
разработал и исследовал американский математик М. Минский в 1958 г.
Счетчиковые машины (машины Минского) — это одна из наиболее про‐
стых алгоритмически полных моделей вычисления. Машина с n счетчика‐
ми проводит вычисления на n регистрах памяти, в каждом из которых мо‐
жет быть записано произвольное целое неотрицательное число. На каж‐
дом шаге вычисления машина Минского может либо изменить содержи‐
мое одного из регистров на величину ‐1 или 1, либо проверить, содержит
ли некоторый регистр значение 0, и в зависимости от этого осуществить
переход в то или иное состояние управления. В монографии [Мин71] по‐
казано, что любая частично рекурсивная функция может быть вычислена
некоторой 2‐счетчиковой машиной Минского.

Формальное описание машины Минского таково. Счетчиковая маши‐
на представляет собой вычислительное устройство, которое состоит из
программы, имеющей конечное число команд, и конечного набора счет‐
чиков. В каждом счетчике может храниться произвольное целое число.
Программа счетчиковой машины— это автомат с конечным числом состо‐
яний; каждому состоянию q этой программы приписана команда одного
из следующих трех типов:

1. увеличить на 1 числоmi, содержащееся в i‐ом счетчике, и перейти в
состояние q′;

2. уменьшить на 1 числоmi, содержащееся в i‐ом счетчике, и перейти
в состояние q′;
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3. проверить, содержится ли в i‐ом счетчике число 0, и в зависимости от
результата проверки перейти либо в состояние q′, либо в состояние
q′′.

Далее рассматриваются детерминированные машиныМинского с тре‐
мя счетчиками (3‐счетчиковые машины), устройство и функционирова‐
ние которых определяется более формально следующим образом. 3‐
счетчиковая машина— это система C = 〈Q, qa, q1,Π〉, состоящая из

• конечного множества состоянийQ = {qa, q1, q2, . . . , qN},

• начального состояния q1,

• допускающего состояния qa,

• конечного множества счетчиковых команд Π = {K1, . . . , KN}.

Каждому состоянию qi, 0 ≤ i ≤ N , машиныC, отличному от допускающе‐
го состояния qa, приписана счетчиковая командаKi одного из следующих
двух видов:

1. Ki = 〈qi, x, σ, qj〉,

2. Ki = 〈qi, σ, qj, qk〉,

где x ∈ {−1, 1}, σ ∈ {1, 2, 3}, а qj и qk — это некоторые состояния из мно‐
жестваQ. В начале функционирования счетчиковая машина C устанавли‐
вается в начальное состояние q0. На каждомшаге функционирования счет‐
чиковая машина C пребывает в одном из состояний qi множестваQ и вы‐
полняет приписанную этому состоянию командуKi. Счетчиковая команда
первого вида прибавляет число x к содержимому счетчика с номером σ
и переводит машину C в состояние qj . Счетчиковая команда второго ви‐
да проверяет, равно ли нулю число, содержащееся в счетчике с номером
σ. Если это число равно 0, то машина C переходит в состояние qj , иначе
она переходит в состояние qk. Функционирование завершается, как толь‐
ко счетчиковая машина достигает допускающего состояния qa.

Более строго вычисление 3‐счетчиковой машины C = 〈Q, qa, q1,Π〉
определяется так. Счетчиковой конфигурацией называется четверка
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(q,m1,m2,m3), где q — состояние из множества Q, а m1,m2,m3 — це‐
лые числа. Здесь целое числоmi является содержимым счетчика с номе‐
ром i. Если q = q0, то счетчиковая конфигурация называется начальной,
если q = qa, то счетчиковая конфигурация называется заключительной.
Высотой счетчиковой конфигурации (q,m1,m2,m3) будем называть чис‐
ло n = max(m1,m2,m3). Счетчиковая конфигурация (q,m1,m2,m3) назы‐
вается правильной, если 0 ≤ m1, 0 ≤ m2, 0 ≤ m3, т. е. в каждом счетчике
содержится целое неотрицательное число.

На множестве всех незаключительных счетчиковых конфигураций
определяется функция переходов δC . Пусть (q,m1,m2,m3) — произволь‐
ная счетчиковая конфигурация, q 6= q0, и K — счетчиковая команда из
множества Π, приписанная состоянию q. Тогда значение функции перехо‐
дов δC(q,m1,m2,m3) определяется следующим образом:

1. еслиK = 〈q, x, σ, q′〉, то δC(q,m1,m2,m3) = (q′, n1, n2, n3), где ni =
mi + x в случае i = σ, и ni = mi в случае i 6= σ;

2. если K = 〈q, σ, q′, q′′〉, то δC(q,m1,m2,m3) = (q′,m1,m2,m3) в том
случае, если mσ = 0, и δC(q,m1,m2,m3) = (q′′,m1,m2,m3) в том
случае, еслиmσ 6= 0.

Вычислением 3‐счетчиковоймашиныC наначальной счетчиковой кон‐
фигурации (q1,m1,m2,m3) называется последовательность (конечная или
бесконечная) счетчиковых конфигураций

α1, α2, . . . , αi−1, αi, . . . , (8.13)

удовлетворяющая следующим трем условиям:

1. α1 = (q1,m1,m2,m3),

2. для любого члена последовательности αi, i > 1, выполняется ра‐
венство δC(αi−1) = αi,

3. последовательность завершается счетчиковой конфигурацией αN

тогда и только тогда, когда αN — заключительная счетчиковая кон‐
фигурация.
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Вычисление (8.13) называется правильным, если все счетчиковые
конфигурации αi последовательности (8.13) являются правильными.
Счетчиковая машина C допускает начальную счетчиковую конфигура‐
цию α = (q1,m1,m2,m3), если вычисление машины C на счетчиковой
конфигурации α завершается заключительной счетчиковой конфигураци‐
ей (qa, 0, 0, 0).

Счетчиковая машина C допускает натуральное число n, если
C допускает (q1, n, 0, 0) и соответствующее вычисление правильное.
Обозначим записью L(C) множество всех натуральных чисел, допускае‐
мых 3‐счетчиковой машиной C. Одна из теорем Минского (см. [Мин71])
гласит: для любого рекурсивно перечислимого множества натуральных
чисел R существует такая 3‐счетчиковая машина C, что R = L(C).

Машины Минского можно также использовать для описания некото‐
рых классов сложности.

Для произвольного натурального числа n будем говорить, что вычис‐
ление (8.13) 3‐счетчиковоймашиныC ограничено высотойn, если вычис‐
ление (8.13) является правильным, и высота каждой счетчиковой конфи‐
гурации αi = (q,m1,m2,m3) этого вычисления не превосходит n, т. е. на
каждом шаге вычисления машины C содержимое любого ее счетчика яв‐
ляется неотрицательным целым числом, не превосходящим n. Размером
size(C) счетчиковой машины C = 〈Q, qa, q1,Π〉 будем называть количе‐
ство команд в множестве Π ∪ {q1}.
Лемма 52. Язык

ESC = {C : C — 3‐счетчиковая машина, вычисление которой
на начальной счетчиковой конфигурации (q0, 0, 0, 0)
правильно, конечно и ограничено высотой 22

size(C)}
является EXPSPACE‐полным.

Доказательство. 1. Покажем, чтоESC ∈ EXPSPACE. Очевидно, вся‐
кая 3‐счетчиковая машина C с множеством состояний Q имеет (|Q| −
1)(n+ 1)3 различных правильных незаключительных счетчиковых конфи‐
гураций, высота которых не превосходит числа n. Поскольку в заверша‐
ющемся вычислении счетчиковые конфигурации не должны повторять‐
ся, длина всякого завершающегося вычисления, ограниченного высотой
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n, не превосходит величины (|Q| − 1)(n + 1)3 + 1. Поэтому для любой 3‐
счетчиковой машиныC из множестваESC, имеющей k состояний, ее вы‐
числение на счетчиковой конфигурации (q0, 0, 0, 0) завершается спустя не
более k ·23·2k шагов. При этом описание машиныC (т. е. список ее команд)
может быть задано двоичным словом длины O(k log k). Поэтому вычис‐
ление 3‐счетчиковой машины C может быть воспроизведено машиной
Тьюринга (МТ)MC , которая наряду с входной лентой, содержащей описа‐
ние 3‐счетчиковоймашиныC, использует 5 рабочих лент. На первой ленте
всегда записывается состояние машины C. На трех других рабочих лентах
в двоичной системе счисления записывается содержимое счетчиков ма‐
шины C. Пятая лента отводится для таймера. В начале вычисления МТ на
первой рабочей ленте записан код начального состояния машины C, на
рабочих лентах, моделирующих счетчики, записывается число 0, а на лен‐
те таймера записывается число k ·23·2k (в двоичной системе счисления). На
каждом шаге работы МТMC моделирует выполнение очередной коман‐
ды счетчиковой машиныC, изменяя соответствующим образом содержи‐
мое четырех рабочих лент, а также уменьшает на 1 показание таймера.МТ
MC допускает описание 3‐счетчиковой машиныC, если в процессе вычис‐
ления на первой рабочей ленте оказывается записан код допускающего
состояний q0 машиныC. МТMC отвергает описание 3‐счетчиковой маши‐
ныC, если в процессе вычисления либо значение одного из счетчиков вы‐
ходит за пределы диапазона [0 : 22

k
], либо показания таймера оказывают‐

ся равными 0. Таким образом, МТMC допускает описание 3‐счетчиковой
машины C в том и только в том случае, когда C ∈ ESC. При этом объем
рабочей памяти, используемой МТMC , не превосходит величины O(2k).
Следовательно, ESC ∈ EXPSPACE.

2. Покажем, что для любой одноленточной МТM и любого входного
слова w = x0x1 . . . xn существует такая 3‐счетчиковая машина CM,w, что
соотношение CM,w ∈ ESC выполняется в том и только том случае, ко‐
гда МТM допускает слово w, используя при этом рабочую зону размера
2c(size(w)+size(M)), где c— некоторая константа, не зависящая отM и w.

Без ограничения общности мы будем полагать, что словаw, поступаю‐
щие на вход МТM , являются кодами двоичных слов в следующем коди‐
ровании. Каждое двоичное слово σ1σ2 . . . σs вначале окаймляется слева и
справа символами # (ограничителями рабочей зоны), т. е. оно представля‐
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ется в виде #σ1σ2 . . . σs#, и после этого символ # замещается комбинацией
11, символ 1 — комбинацией 01, а символ 0 — комбинацией 00. MTM в
процессе работы поддерживает указанное кодирование, перемещая соот‐
ветствующимобразом кодыправого и левого ограничителя # в том случае,
когда рабочая зона расширяется.

Устройство и принцип функционирования машины CM,w таковы.
Каждой ленточной конфигурации bk . . . b1b0qa0a1 . . . am MTM соответству‐
ет счетчиковая конфигурация (q,N1, N2, a0) 3‐счетчиковой машины CM,w,
где натуральные числа

N1 =
k∑

i=0

ai2
i иN2 =

m∑
j=0

bi2
i ,

будучи представленными в двоичной системе счисления, являются слова‐
ми b0b1 . . . bk и a0a1 . . . am, записанными соответственно слева и справа от
обозреваемой ячейки на ленте MT (обозреваемая ячейка a0 включается
в правое слово). Вычисление счетчиковой машины CM,w состоит из трех
этапов.

На первом этапе вычисления в первый счетчик записывается нату‐
ральное число, двоичным представлением которого является слово w =
xn, . . . , x1, x0, а в третий счетчик записывается число x0. Для каждого из
битов xn, . . . , x1, x0 в машине CM,w задействованы не более 8 счетчико‐
вых команд, которые позволяют при поддержке третьего счетчика преоб‐
разовать счетчиковую конфигурацию вида (q, z, 0, 0) в счетчиковую конфи‐
гурацию вида (q′, 2z + xi, 0, 0). Это осуществляется следующим образом.
Вначале содержимое первого счетчика уменьшается до нуля, и при этом,
всякий раз когда из первого счетчика вычитается 1, к содержимому третье‐
го счетчика прибавляется 2. Для осуществления этой процедуры достаточ‐
но 4 команд счетчиковой машины. Затем содержимое третьего счетчика
переносится в первый счетчик. Для этого достаточно 3 команд. В заклю‐
чение к содержимому первого счетчика прибавляется число xi. Для этого,
возможно, нужна ещеодна команда счетчиковоймашины. В результате на
первом этапе начальная счетчиковая конфигурация (q1, 0, 0, 0) преобразу‐

ется в счетчиковую конфигурацию (q, zw, 0, x0), где zw =
n∑

i=0

xi2
i. Эта счет‐
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чиковая конфигурация соответствует начальной ленточной конфигурации
MTM .

На втором этапе 3‐счетчиковая машина CM,w моделирует работу MT
M . Каждой команде MTM соответствует несколько (не более 27) отдель‐
ных команд счетчиковой машины CM,w, которые позволяют воспроизве‐
сти эффект выполнения одной команды МТ. Например, выполнение ко‐
манды q10q′R (проверить, содержит ли обозреваемая ячейка ленты сим‐
вол 1, и если это так, то записать в эту ячейку символ 0, сдвинуть считываю‐
щую головку на одну ячейку вправо и перейти в состояние q′), предусмат‐
ривающей преобразование ленточной конфигурации bk . . . b1b0q1a1 . . . am
в ленточную конфигурацию bk . . . b1b00q

′a1 . . . am, соответствует преобра‐
зованию счетчиковой конфигурации (q, z1, z2, 1) в счетчиковую конфигура‐
цию (q′, [ z1

2
], 2z2, a1). Для осуществления этого преобразования содержи‐

мое третьего счетчика вначале сравнивается с 0. Если оно отлично от 0, то
указанная команда МТ может быть выполнена. В противном случае счет‐
чиковая машина переходит к моделированию альтернативной команды
МТM . Чтобы промоделировать выполнение команды q10q′R счетчиковая
машина CM,w выполняет следующие действия:

1. Обнуляет третий счетчик. В результате счетчиковая конфигурация
(q, z1, z2, 1) преобразуется в конфигурацию (q1, z1, z2, 0) с использо‐
ванием одной счетчиковой команды.

2. Обнуляет первый счетчик, и при этом вместо каждой пары единиц,
изъятой из первого счетчика, к содержимому третьего счетчика при‐
бавляется 1. Поскольку число z1, хранившееся в первом счетчику
нечетно (это следует из того, что число z1 кодирует двоичное сло‐
во 1a1 . . . am), при изъятии из первого счетчика последней непар‐
ной единицы содержимое третьего счетчика остается неизменным.
В результате счетчиковая конфигурация (q1, z1, z2, 0) преобразуется
в конфигурацию (q2, 0, z2, [

z1
2
]) с использованием 5 счетчиковых ко‐

манд.

3. Далее содержимое третьего счетчика переносится в первый счетчик.
В результате счетчиковая конфигурация (q2, 0, z2, [ z12 ]) преобразуется
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в конфигурацию (q3, [
z1
2
], z2, 0). Для этого необходимо еще 3 счетчи‐

ковых команды.

4. Далее содержимое второго счетчика удваивается и переносится в
третий счетчик. Для этого необходимо обнулить второй счетчик, и
при этом вместо каждой единицы, изъятой из второго счетчика, к
содержимому третьего счетчика прибавляется 2. Это можно осу‐
ществить при помощи 4 счетчиковых команд. В результате счетчи‐
ковая конфигурация (q3, [

z1
2
], z2, 0) преобразуется в конфигурацию

(q4, [
z1
2
], 0, 2z2).

5. Далее содержимое третьего счетчика переносится во второй счет‐
чик. В результате счетчиковая конфигурация (q4, [

z1
2
], 0, 2z2) преоб‐

разуется в конфигурацию (q5, [
z1
2
], 2z2, 0). Для этого необходимо еще

3 счетчиковых команды.

6. Далее проверяется четность содержимого первого счетчика (это
необходимо для того, чтобы знать самый левый символ слова
a1 . . . am, который должен обозреваться МТ после сдвига считыва‐
ющей головки вправо). Для этого вновь обнуляется первый счет‐
чик, но на этот раз вместо каждой пары единиц, изъятой из перво‐
го счетчика, к содержимому третьего счетчика также прибавляется
пара единиц. Если последняя единица изъятая из первого счетчи‐
ка оказывается непарной, то 3‐счетчиковая машина CM,w прибавля‐
ет 1 к содержимому третьего счетчика и переходит в состояние q6,1.
Если же после изъятия очередной пары единиц из первого счетчика
его содержимое оказалось равно 0, то 3‐счетчиковая машина CM,w

переходит в состояние q6,0. В результате счетчиковая конфигурация
(q5, [

z1
2
], 2z2, 0) преобразуется в конфигурацию (q6,a1 , 0, 2z2, [

z1
2
]). Для

этого необходимы еще 7 счетчиковых команд.

7. В заключение содержимое третьего счетчика переносится в пер‐
вый счетчик, а затем в третий счетчик (в зависимости от состояния
q6,a1) записывается число a1. В результате счетчиковая конфигурация
(q6,a1 , 0, 2z2, [

z1
2
]) преобразуется в конфигурацию (q7, [

z1
2
], 2z2, a1).

Для этого необходимоиспользовать не более 7 счетчиковых команд.
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Все остальные разновидности команд МТ M моделируются счетчиковой
машиной CM,w аналогичным образом. Таким образом 3‐счетчиковая ма‐
шина CM,w воспроизводит все шаги вычисления MTM на начальной кон‐
фигурации q1x0x1 . . . xn.

Если M завершает вычисление, допуская входное слово w, то CM,w

переходит к третьему этапу вычисления. На этом этапе стирается содер‐
жимое всех счетчиков, и после этого CM,w переходит в допускающее со‐
стояние. Для выполнения третьего этапа задействованы 6 счетчиковых ко‐
манд.

Нетрудно убедиться, что построенная таким образом 3‐счетчиковая
машина CM,w обладает следующими двумя свойствами:

1) размер CM,w ограничен величиной c(size(M) + size(w)), где c —
некоторая константа, не зависящая отM и w;

2) CM,w имеет завершающееся вычисление, длина которого ограни‐
чена числом 22

size(C)
, тогда и только тогда, когда MT M допускает

слово w, используя рабочую зону, размер которой не превосходит
2c(size(M)+size(w)), где константа c не зависит от M и входного слова
w.

Таким образом, для всякого языка L(M), распознаваемого машиной
ТьюрингаM и принадлежащего классу сложностиEXPSPACE, включе‐
ние w ∈ L(M) имеет место тогда и только тогда, когда верно включение
CM,w ∈ ESC. Значит, язык ESC является EXPSPACE‐полным.

Не составляет труда убедиться в том, что описанная трансляция 3‐
счетчиковоймашиныC вMTMC , равно как и трансляция пары, состоящей
из MTM и входного слова w в 3‐счетчиковую машину CM,w, осуществля‐
ется за время, линейно зависящее от размеров исходных данных, и с ис‐
пользованием вспомогательной памяти, объем которой пропорционален
величине, равной логарифму от размера исходных данных.

Теперь перейдем к следующему этапу доказательства основной теоре‐
мы и сопоставим произвольной 3‐счетчиковой машине C = 〈Q, qa, q1,Π〉
размера n коммутативную полугруппу G ′

C , которая в определенном смыс‐
ле описывает поведение этой машины. Образующими этой полугруппы
является объединение двух непересекающихся множеств
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Q̄ = Q ∪ {g1, h1, g2, h2, g3, h3}.

Положим en
def
= 22

n
. Каждой счетчиковой конфигурации α =

(q,m1,m2,m3) сопоставим элемент описываемой полугруппы, который
задается словом

w(q,m1,m2,m3) = qgen−m1
1 hm1

1 gen−m2
2 hm2

2 gen−m3
3 hm3

3 .

Определяющие соотношения (тождества) P ′
C полугруппы G ′

C таковы.
Для каждой команды вида K = 〈q, x, σ, q′〉, где q, q′ ∈ Q, x ∈

{−1, 1}, σ ∈ {1, 2, 3}, вводятся следующие тождества:

qgσ ≡ q′hσ при x = 1 (A)

и
qhσ ≡ q′gσ при x = −1. (B)

Для каждой команды видаK = 〈q, σ, q′, q′′〉, где q, q′, q′′ ∈ Q, σ ∈ {1, 2, 3},
вводятся следующие тождества:

qhσ ≡ q′′hσ (C)

и
qgenσ ≡ q′genσ . (D)

Положим также

W
def
= {w(q, z1, z2, z3) : q ∈ Q, 0 ≤ z1, z2, z3 ≤ en}.

Пусть Φ(α, s) — число вхождений символа s в слово α. Тогда для любого
слова α из множестваW выполняется соотношение Φ(α, gk) + Φ(α, hk) =
en при всех k ∈ I3. Тождества (A) − (D) соответствуют командам счетчи‐
ковой машины, поэтому нетрудно показать, применяя индукцию по длине
вывода, что для любой пары слов α и β, если β ≡ α mod P ′

C и α ∈ W , то
β ∈ W .

Отметим, что из принадлежности счетчиковой машины C множеству
ESC следует, что w(q1, 0, 0, 0) ≡ w(qa, 0, 0, 0) (mod P ′

C), поскольку вы‐
числению c0, c1, . . . машины C соответствует последовательный вывод
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w(c0) → w(c1) → . . ., в котором используются тождества (A) − (D).
Поэтому справедлива

Лемма 53. w(q1, 0, 0, 0) ≡ w(qa, 0, 0, 0) (mod P ′
C) ⇔ C ∈ ESC.

Таким образом, задача проверки принадлежности машины C множе‐
ству ESC сводима к проблеме тождества в построенной полугруппе G ′

C .
Теперь построим коммутативную полугруппу Gn с системой образую‐

щих мощностиO(n), содержащую такие образующие S, F,B, что FBen —
единственное слово, содержащее F , которое равно S в Gn. Полугруппа Gn

и ее образующие Un строятся индукцией по числу n, используя соотноше‐
ние en+1 = (en)

2. Положим

U0
def
= {s, f, c1, c2, c3, c4, b1, b2, b3, b4} и P0

def
= {sci ≡ fcib

2
i ; i ∈ I4}.

Для каждогоm > 0 выберем множество различных символов

{S,Q1, Q2, Q3, Q4, F, C1, C2, C3, C4, B1, B2, B3, B4},

не содержащихся в Um−1, и положим

Um
def
= Um−1

⋃
{S,Q1, Q2, Q3, Q4, F, C1, C2, C3, C4, B1, B2, B3, B4}.

Элементы множества U0 будем называть образующими нулевого уровня,
а при n > 0 элементы множества Un \ Un−1 — образующими уровня n.
При рассмотрении полугруппы Gn для удобства обозначений прописными
буквами S, . . . , B4 будем обозначать образующие уровня n, а строчными
буквами s, . . . , b4 — соответствующие им образующие (n− 1)‐го уровня.
Тогда множество определяющих соотношений Pn полугруппы Gn состоит
из всех определяющих соотношений Pn−1 и следующих соотношений:

S ≡ Q1sc1, (a)
Q1fc1b1 ≡ Q2sc2, (b)
Q2fc2 ≡ Q3fc3, (c)

Q3sc3b1 ≡ Q2sc2b4, (d)
Q3sc3 ≡ Q4fc4b4, (e)
Q4sc4 ≡ F (f)

и при i ∈ I4

Q2Cifb2 ≡ Q2CiBifb3 (g)− (j).
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Лемма 54. Пусть S, F, Ci, Bi при i ∈ I4 — образующие уровня n. Тогда

SCi ≡ FCiB
en
i (mod Pn) при i ∈ I4.

Доказательство. Проводится индукцией по n.
При n = 0 полугруппа Gn имеет только одно определяющее соотноше‐

ние, которое совпадает с доказываемым тождеством.
При n > 0 для всех i ∈ I4 получаем следующую цепочку тождеств

SCi ≡ CiQ1sc1 1) по эквивалентности (a),
≡ CiQ1fc1b

en−1

1 2) по предположению индукции,
≡ Cib

en−1−1
1 Q2sc2 3) по эквивалентности (b),

≡ Cib
en−1−1
1 Q2fc2b

en−1

2 4) по предположению индукции,
≡ Cib

en−1−1
1 Q2fc2b

en−1

3 B
en−1

i 5) по эквивалентностям (g)‐(j),
≡ CiB

en−1

i b
en−1−1
1 Q3fc3b

en−1

3 6) по эквивалентности (c),
≡ CiB

en−1

i b
en−1−1
1 Q3sc3 7) по предположению индукции,

≡ CiB
en−1

i b
en−1−2
1 b4Q2sc2 8) по эквивалентности (d),

≡ · · · ≡ CiB
en−1en−1

i b
en−1−1
4 Q3sc3 9) повтор строк (4‐8), кроме

строки (8), (en−1 − 1) раз,
а строки ((8), (en−1 − 2) раза,

≡ CiB
en
i Q4fc4b

en−1

4 10) по эквивалентности (e),
≡ CiB

en
i Q4sc4 11) по предположению индукции,

≡ FCiB
en
i 12) по эквивалентности (f).

Назовем цепочку выводов приведенной, если в ней не содержатся це‐
почки вида

α → β → α mod P .
Далее будет доказано, что приведенные выводы из слов SCi в Gn в слова,
содержащие символ F уровня n, построенные в доказательстве леммы
54, единственно возможные. Для доказательства этого потребуется опре‐
делить высоту слова и описать некоторые простые свойства этого понятия.

Пусть S,C1 — символы уровня n, и пусть α ∈ U∗
n — такое слово, что

α ≡ SC1 (mod Pn). Определим высоту такого слова α формулой

h(α)
def
= min{m ∈ N | Φ(α, ci) > 0 для некоторого ci уровняm}.



8.8. EXPSPACE‐ПОЛНОТАЗАДАЧИПРИНАДЛЕЖНОСТИМНОГОЧЛЕНАИДЕАЛУ199

Напомним, что Φ(α, s) — число вхождений символа s в слово α.
Следующая лемма выводится непосредственно из соответствующих опре‐
делений.

Лемма 55. Пусть SC1 = γ0 → γ1 → · · · → γr = α (mod Pn)— приведен‐
ный вывод слова α из слова SC1 в полугруппе Gn. Тогда

(i)
4∑

i=1

Φ(α, ci) = 1, если c1, c2, c3, c4 — символы уровняm, где h(α) ≤ m ≤
n, и эта сумма равна 0 в остальных случаях.

(ii)
4∑

i=1

Φ(α, qi) = 1, если q1, q2, q3, q4 —символы уровняm, где h(α) < m ≤
n, и эта сумма равна 0 в остальных случаях.

(iii) Φ(α, s) + Φ(α, f) = 1, если s, f — символы уровня h(α), и эта сумма
равна 0 в остальных случаях.

(iv) |h(γi)− h(γi−1)| ≤ 1 для всех i ∈ Ir.

(v) К слову α можно применять определяющие соотношения только из
Ph(α)+1 \ Ph(α)−1. По определению считаем P−1 = ∅. Высота убы‐
вает тогда и только тогда, когда применяются определяющие
соотношения из Ph(α).

Лемма 56. Пусть S, F, Ci, Bi, где i ∈ I4, — символы алфавита уровня n
и α ∈ U∗

n. Если SCi ≡ α(modPn) и в слово α входит либо символ S, либо
символ F , то α = SCi или α = FCiB

en
i .

Доказательство. При n = 0 утверждение леммы очевидно. Пусть n > 0
и имеется приведенный вывод

SC1 = γ0 → γ1 → · · · → γr = α mod Pn. (8.14)

Докажем индукцией поn, что этот вывод совпадает с выводом в лемме 54.
Заметим, что поскольку слово α содержит S или F , то из утверждения

(iii) леммы 55 следует, что h(α) = n. Далее, заметим, что кроме SC1 и α в
последовательности (8.14) нет других слов высоты n. Действительно, если
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0 < i < r — минимальное значение, при котором h(γi) = n, то согласно
утверждению (iii) леммы 55 в слово γi входит либо S, либо F . Поскольку
символы S и F встречаются только в определяющих соотношениях (a) и
(f), а также ввиду утверждения (ii) леммы 55 получаем, что единственно
возможный вывод из γi совпадает с обращением вывода из γi−1 в γi, что
противоречит приведенности вывода (8.14).

Единственно возможными определяющими соотношениями, приме‐
нимыми к γ0 и γ1, является эквивалентность (a). Поэтому

γ1 = C1Q1sc1, h(γ1) = n− 1, h(γ2) = n− 2.

Согласно утверждению (iv) леммы 55 существует самое первое слово γi1
высоты n − 1 после слова γ1 в последовательности (8.14). Тогда, согласно
утверждению (v) леммы 55, в цепочке выводов

γ1 → · · · → γi1 mod Pn

применяются только определяющие соотношения полугруппы Gn−1.
Поскольку в эти соотношения не входят символы уровня n, можно пред‐
ставить каждое слово γi из данной цепочки как Q1C1γ

′
i, где γ

′
i ∈ U∗

n−1.
Поскольку γ′1 = sc1, из утверждения (iii) леммы 55 следует, что слово γ′i
содержит либо s, либо f . Поэтому имеется приведенная цепочка выводов

sc1 = γ′1 → · · · → γ′i1 mod Pn−1.

Следовательно, согласно предположению индукции для n− 1 имеем

γ′i1 = fc1b
en−1

1 и γi1 = Q1C1fc1b
en−1

1 .

Поскольку цепочка выводов (8.14) приведенная, к γi1 можно приме‐
нить только определяющее соотношение (b) уровня n. Поэтому

γi1+1 = Q2C1b
en−1−1
1 sc2, h(γi1+1) = n− 1, h(γi1+2) = n− 2.

Пусть снова γi2 — первое слово после γi1 в цепочке выводов (8.14), име‐
ющее высоту n − 1. Повторяя ранее приведенные рассуждения, получа‐
ем, что в цепочке выводов (8.14) между словами γi1+1 и γi2 используются
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определяющие соотношения только из полугруппы Gn−1. Более того, во
всех словах γi при i1 < i ≤ i2 содержится символ c2, поскольку только
определяющие соотношения уровня nмогут преобразовать c2 в другие ck.
Поэтому согласно утверждению (i) леммы 55 определяющие соотношения
(g) уровня n − 1 неприменимы к словам γi при i1 < i ≤ i2. Поэтому каж‐
дое слово γi при i1 < i ≤ i2 можно представить в видеQ2C1b

en−1−1
1 γ′i, где

γ′i ∈ U∗
n−1, и имеется цепочка выводов

sc2 = γ′i1+1 → · · · → γ′i2 mod Pn−1.

Согласно утверждению (iii) леммы 55 слово γ′i2 содержит либо s, либо f и,
следовательно, согласно предположению индукции

γi2 = Q2C1b
en−1−1
1 fc2b

en−1

2 .

Далее единственно возможным является применение k раз определяю‐
щего соотношения (g) уровня n, где 0 ≤ k ≤ en, а затем однократное при‐
менение определяющего соотношения (c). В результате получится

γi3 = Q3C1B
k
1b

en−1−k
2 fc3b

k
3.

Учитывая неприведенность вывода, к полученному слову можно приме‐
нить только эквивалентность (f) уровня n − 1. Поэтому h(γi3+1) = n − 2.
Согласно утверждению (iv) леммы 55 существует наименьшее i4 > i3 та‐
кое, что h(γi4) = n− 1. Заметим также, что символ c3 присутствует во всех
словах от γi3 до γi4 . Поэтому определяющие соотношения (g) и (h) уровня
n−1 неприменимы, и при i3 < i ≤ i4 каждое слово γi можно представить
как произведениеQ3C1B

k
1b

en−1−1
1 b

en−1−k
2 γ′i, где γ

′
i ∈ U∗

n−1. Тогда

fc3b
k
3 = γ′i3 → · · · → γ′i4 mod Pn−1,

причем в слове γ′i4 содержится один из символов s или f .
Предположим, что γ′i4 = fc3η, где η 6= bk3 и η ∈ U∗

n−1. Тогда по лемме
54 существует цепочка выводов

sc3 → · · · → fc3b
k
3b

en−1−k
3 → · · · → fc3ηb

en−1−k
3 mod Pn−1.
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Поскольку ηben−1−k
3 6= b

en−1

3 , существование такой цепочки выводов проти‐
воречит предположению индукции.

Пусть теперь γ′i4 = sc3η, где η ∈ U∗
n−1. Тогда из леммы 54 следует суще‐

ствование цепочки выводов

sc3 → · · · → fc3b
k
3b

en−1−k
3 → · · · → sc3ηb

en−1−k
3 mod Pn−1.

Тогда по предположению индукции для n − 1 получаем равенство sc3 =
sc3ηb

en−1−k
3 . Следовательно, η = 1¹ и k = en−1. Поэтому

γi4 = Q3C1B
en−1

1 b
en−1−1
1 sc3.

К полученному слову теперь применимы только определяющие соотно‐
шения (d) и (e). Но после использования соотношения (e) из этого слова
невозможно получить слово высоты n− 1. Поэтому

γi4+1 = Q2C1B
en−1

1 b
en−1−2
1 sc2.

Если теперь применить эквивалентность (b), то получим цепочку, в кото‐
рой не будет слов высоты n − 1. Поэтому к полученному слову должна
применяться эквивалентность (a) уровня n− 1. Следовательно, h(γi4+2) =
n − 2. Теперь можно повторить en−1 − 1 раз рассуждение, использован‐
ное для исследования подпоследовательности γi1 → · · · → γi1 mod Pn. В
результате получим при некотором i5 > i4 + 2

γi5 = Q3C1B
en−1en−1

1 sc3b
en−1−1
4 .

Теперь применима только эквивалентность (e) и

γi5+1 = Q4C1B
en
1 fc4b

en−1

4 .

Поскольку теперь можно применить эквивалентность (f) уровня n− 1, по‐
лучаем h(γi5+2) = n − 2. Тогда по утверждению (iv) леммы 55 существует
наименьшее i6 > i5+2, такое, что h(γi6) = n−1. Тогда из предположения
индукции следует, что

γi6 = Q4C1B
en
1 sc4,

¹Пустому слову сопоставим элемент 1.
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и возможно только применение эквивалентности (f), что приводит к ра‐
венству

γi6+1 = γr = FC1B
en .

Утверждение леммы для C2, C3 и C4 доказывается аналогично.

Сопоставим 3‐счетчиковой машине C = (Q, qa, q1,Π) c n состояниями
коммутативную полугруппу GC , заданную образующими и соотношения‐
ми.

Образующими полугруппы GC является несвязное объединение обра‐
зующих Q полугруппы G ′

C и образующих Un полугруппы Gn. Определим
определяющие эквивалентности PC как объединение эквивалентностей
Pn, описанных выше эквивалентностей (A)−−(C) дляP ′

C , эквивалентно‐
сти gk = Bk для k ∈ I3, а также следующих эквивалентностей.

Для каждого состояния q ∈ Q вводим символы qr, qe /∈ Q̄∪Gn, а также
символы

q11, q12, q13, q14, qa1, qa2, qa3, qa4

для начального и конечного состояний. Добавим соотношения

q ≡ qrFCk, (k)
qrSCk ≡ qeSCk, (l)
qeFCk ≡ q′ (m)

и
q11 ≡ q12SC1, (n)

q12FC1 ≡ q13SC2, (o)
q13FC2 ≡ q14SC3, (p)
q14FC3 ≡ q1, (q)

qa ≡ qa4FC3, (r)
qa4SC3 ≡ qa3FC2, (s)
qa3SC2 ≡ qa2FC1, (t)
qa2SC1 ≡ qa1 (u)

в представление PC . Эти соотношения завершают описание представле‐
ния PC .

Напомним, что W = {w(q, z1, z2, z3); q ∈ Q, 0 ≤ z1, z2, z3 ≤ en}.
Определим теперьW как подмножество элементов коммутативной полу‐
группы P ′

C , порожденное словами из множестваW .
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Лемма 57. Существует гомоморфизм полугруппы P ′
C в полугруппу PC ,

инъективный наW .

Доказательство. Пусть гомоморфизм ι отображает gk в Bk при k ∈
I3 и является тождественным отображением на Q̄ в остальных случаях.
Докажем, что ι мономорфно наW , т.е. выполняются соотношения

w ≡ w′ (mod P ′
C) ⇔ ι(w) ≡ ι(w′) mod PC .

Каждому определяющему соотношению qgenk = q′genk типа (D) в полу‐
группе P ′

C соответствует аналогичное соотношение в PC , поскольку

ι(qgenk ) = qBen
k ≡ qrFCkB

en
k согласно (k),

≡ qrSCk согласно лемме 54,
≡ qeSCk согласно (l),
≡ qeFCkB

en
k согласно лемме 54,

≡ q′Ben
k = ι(q′genk ) согласно (m).

Поскольку определяющие соотношения (A)–(D) из представления по‐
лугруппыP ′

C также выполняются для полугруппыPC , для всех словw,w′ ∈
Q̄∗

w ≡ w′ (modP ′
C) ⇒ ι(w) ≡ ι(w′) mod PC .

Чтобы доказать обратное утверждение, положим, что

α = ι(w(q, z1, z2, z3)) ≡ ι(w(q′, z′1, z
′
2, z

′
3)) = β mod PC

и пусть α = γ0 → γ1 → · · · → γr = β mod PC — приведенный вывод.
Пусть γm → γm+1 — самый первый шаг вывода из предыдущей цепоч‐
ки, использующий определяющие соотношения (k)–(u). Тогда, поскольку
W замкнуто относительно соотношений изP ′

C , выполняется соотношение
ι−1(γm) ≡ ι−1(α) (P ′

C). Поэтому возможны следующие четыре варианта.

(i) Если к γm применяется соотношение (q), то из леммы 56 следует,
что дальнейшие преобразования должны включать использование
только соотношений (p), (o), (n) изPC , т. е. единственно возможные
слова, выведенные из γm+1, будут получены при замене

q04FC3B
en
3 на q04SC3, далее на q03FC2, затем

q03FC2B
en
2 на q03SC2, далее на q02FC1, затем

q02FC1B
en
1 на q02SC1, далее на q01.
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Поэтому достичь β в этом случае невозможно.

(ii) Те же рассуждения справедливы при замене соотношения (q) соотно‐
шением (r).

(iii) Если к γm применяется соотношение (k), то в дальнейшемдолжныис‐
пользоваться определяющие соотношения из Pn. Из леммы 56 сле‐
дует, что дальнейшие два слова высоты n должны получаться при
замене qBen

k на qrSCk и далее на qeSCk, где число k определяется по
δ(q). Следующее слово высоты n получается при замене qeFCkB

en
k

на qeSCk. Теперь возможноиспользование только соотношения (m).
Поэтому при некоторомm′ > m выполняются соотношения

γm′ ∈ W и ι−1(γm′) ≡ ι−1(γm) mod P ′
C .

(iv) При использовании соотношения (m) все рассуждения п. (iii) сохраня‐
ются.

По индукции относительно длины вывода над PC получаем, что
ι−1(γm′) ≡ ι−1(β) mod P ′

C . Поэтому, из существования приведенного вы‐
вода α→β mod PC следует, что

ι−1(α) ≡ ι−1(β) mod P ′
C .

Лемма 58. Пусть C — 3‐счетчиковая машина и PC — соответствую‐
щая ей полугруппа, которая описана выше. Тогда

C ∈ ESC ⇔ q01 ≡ qa1 mod PC .

Доказательство. Согласно леммам 53 и 57

C ∈ ESC ⇔ ι(w(q0, 0, 0, 0) ≡ ι(w(qa, 0, 0, 0) mod PC .

Используя рассуждение из пп. (i)–(ii) леммы 57, получим

q01 ≡ qa1 mod PC ⇔ ι(w(q0, 0, 0, 0)) ≡ ι(w(qa, 0, 0, 0)) mod PC .
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Таким образом, на основании доказанных лемм справедлива следую‐
щая

Теорема 59. [MM82] Проблема равенства слов в коммутативной
полугруппе является EXPSPACE‐трудной относительно log‐lin‐
сводимости.

Доказательство. Лемма 52 показывает, что задача ESC проверки за‐
вершаемости вычислений 3‐счетчиковых машин Минского с ограничен‐
ной емкостью счетчиков являетсяEXPSPACE‐трудной. Лемма 58 утвер‐
ждает, что задача ESC сводима к задаче проверки тождеств специаль‐
ного вида в коммутативной полугруппе PC . Из определения полугруппы
PC видно, что размер описания определяющих ее тождеств пропорцио‐
нален размеру программы соответствующей счетчиковой машины C. И,
наконец, из определения полугруппы PC и ее элементов q01, qa1 видно,
что для любой счетчиковоймашиныC построение определяющих соотно‐
шений этой полугруппы, а также слов, задающих элементы q01, qa1, можно
осуществить эффективно, используя объем вспомогательной памяти, про‐
порциональный логарифму от размера программы машины C.

Поскольку проблема тождеств в конечнопорожденных коммутативных
полугруппах log−lin‐сводима к проблемепроверки принадлежностимно‐
гочлена идеалу, на основании доказанной теоремы и теоремы 61 мы при‐
ходим к следующему заключению.

Следствие 25. [May89] Проблема проверки принадлежности многочле‐
на идеалу является EXPSPACE‐полной относительно log − lin‐
сводимости.

8.9 Построение нормальной формымногочлена
для заданныхидеала идопустимого порядка
на множестве термов

Задача 2. Для заданного базиса идеала I ⊆ Q[x1, . . . , xn], допустимого
порядка < на термах, описанного n линейными формами с целыми ко‐
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эффициентами многочлена p найти единственную нормальную форму p
относительно (I,<).

Согласно теореме 3 допустимый порядок на термах может быть задан
последовательностью векторов a1, . . . , ak из пространства Rn, где k ≤ n.
Поскольку базис Гребнера относительно любого порядка конечен и при
его вычислении используется только конечное множество термов, соглас‐
но замечанию 5.1.1 для описания допустимого порядка (только на этом
конечном множестве термов) достаточно аппроксимировать веществен‐
ные векторы a1, . . . , ak рациональными. Умножив компоненты векторов
на наименьшие общие кратные знаменателей каждого вектора, получа‐
ем, что при вычислении базиса Гребнера идеала I = (f1, . . . , fk) ⊂
Q[x1, . . . , xn] относительно некоторого порядка достаточно описывать
упорядочение с помощью n линейных форм с целыми коэффициентами
(см. теорему 2). Мы будем предполагать далее именно такое задание по‐
рядка на термах.

Теорема 60. Для заданного базиса идеала I , допустимого порядка < на
термах имногочлена p единственная нормальнаяформа p относитель‐
но (I,<) (задача 2) может быть вычислена с использованием не более
чем экспоненциальной памяти.

Для доказательства теоремы 60 используется результат Херманн (тео‐
рема 37) о максимальной степениD многочлена, являющегося решением
системы полиномиальных уравнений, а также оценка степени нормаль‐
ной формы из теоремы 43. В обоих случаях указанная степень D оцени‐
вается сверху двойной экспонентой от максимальной степени исходных
многочленов.

При этом основным методом, используемым в доказательстве этой
теоремы, является метод линеаризации (см. раздел 8.6), который сводит
проблему нахождения соответствующего объекта к решению системы ли‐
нейных уравнений порядкаD.

Далее используется результат о том, что решение системы линейных
уравнений размераN ×N осуществимо алгоритмом, объем памяти кото‐
рого ограничен величиной poly(logN), а величинаN ограничена двойной
экспонентой, от размера входных данных. Это лишь набросок плана дока‐
зательства, а некоторые подробности приведены в разделе 8.11.
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8.10 Сложность по объему памяти решения си‐
стем линейных уравнений

В теории сложности алгоритмов установлено, что задачу проверки разре‐
шимости системы линейных уравнений можно решить алгоритмом, объ‐
ем рабочей памяти которого не превосходит величины poly(logN), где
poly — это некоторый полином, а N — размер описания системы линей‐
ных уравнений. Основные этапы обоснования этого результата таковы.

1. Для того чтобы проверить разрешимость системы линейных уравне‐
ний Ax = b, достаточно показать, что rk(A) = rk(A|b).

2. Для вычисления ранга матрицы известен параллельный алгоритм с
полилогарифмическим временем работы и полиномиальным чис‐
лом процессоров (в модели PRAM) [Mul87].

3. Согласно известной теореме (см. [Golds]) о параллельных вычисле‐
ниях для PRAM параллельные вычисления с временем d могут быть
промоделированынамашинах Тьюринга, объем рабочей памяти ко‐
торых ограничен величиной poly(d). Таким образом, разрешимость
системы линейных уравнений может быть проверена алгоритмом с
объемом рабочей памяти, не превосходящим некоторого полинома
от логарифма длины входа, т.е. указанная задача принадлежит клас‐
су сложности POLYLOGSPACE.

Соответственно если размер системы линейных уравнений экспонен‐
циален, то задача проверки разрешимости такой системы принадле‐
жит классу сложности PSPACE, а если дважды экспоненциален, то классу
EXPSPACE.

8.11 Теорема Майра

Теорема 61. IM ∈ EXPSPACE.
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Доказательство. Вначале покажем, что задача IM сводима к задаче по‐
строения нормального базиса при помощи алгоритма использующего ли‐
нейный объем памяти, затем докажем, что задача построения нормаль‐
ной формы может быть решена с использованием экспоненциального
объема памяти.

Задачу вычисления ранга матриц достаточно исследовать лишь для
квадратных симметрических матриц, поскольку матрица(

0 A
At0

)
всегда является квадратной и симметрической, а ее ранг равен удвоенно‐
му рангу A.

Заметим, что рангматрицынеменяется прирасширенииисходного по‐
ля. Расширим основное поле добавлением одного трансцендентного эле‐
мента x. Получим поле G = F (x) рациональных функций одной пере‐
менной. Рассмотрим матрицу C = XA, где X — диагональная матрица,
ненулевые элементы которой имеют вид Xii = xi−1. Поскольку матрица
X невырождена, rk(C) = rk(A). Более того, для матрицыC справедливо
равенство

rk(CC) = rk(C). (8.15)

Если матрицу C рассматривать как матрицу линейного эндоморфиз‐
ма V = Gn, то из равенства (8.15) следует, что ker(C) ∩ C(V ) = {0}
(где C(V ) = {C(v)|v ∈ V }). Значит, V = ker(C) ⊕ C(V ), и ограниче‐
ние эндоморфизмаC намножествоC(V ) является автоморфизмомC(V ).
Последнее означает, что ker(Ck) = ker(C) для любого k ≥ 1. Отсюда вы‐
текает, что m = dim(ker(C)), где m — такое максимальное целое такое,
что tm делит характеристический многочленQC(t).

Согласно определению характеристический многочлен произвольной
матрицыM размера n× n определяется формулой:

QM(t) = det(M − tI) = (−1)ntn +
n∑

i=1

ait
n−i.

Какпоказано в статьях [Pan87], [BCP83], характеристическиймногочлен
матрицы размера n × n в модели вычисления PRAM строится за время
O(log2 n).
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Поэтому, для вычисления ранга симметричной матрицыA можно вос‐
пользоваться следующим параллельным алгоритмом.

1. Построить матрицу C = XA, где X — матрица, указанного выше
вида.

2. Вычислить характеристический многочленQC(t) = det(C − tI).
3. Выдать в качестве ранга число n −m, гдеm— такая максимальная

степень, что tm делитQ(t).
Как показано в статье [KM96], описанная в разделе 8.6 техника линеа‐

ризации в сочетании с рассмотренным методом вычисления ранга мат‐
рицы позволяет решать задачи нахождения минимального неприводи‐
мого многочлена (нормальной формы многочлена) и построения базиса
Гребнера. При этом объем рабочей памяти разрешающего алгоритма мо‐
жет быть ограничен некоторой экспонентой, зависящей от длины входных
данных.

Опишем метод построения нормальной формы многочлена относи‐
тельно допустимого порядка.

Напомним, что порядок�A на множестве термов задается рациональ‐
ной формой, максимальные значения числителей и знаменателей кото‐
рой ограничены числом N . Пусть I ⊂ K[X] — идеал в кольце многочле‐
нов, порожденныймногочленами f1, . . . , fm степени не выше d. Согласно
теореме 43 степень нормальной формы любого многочлена h относитель‐
но порядка�A не превосходит величины

D1 =

((
2n

(
d2

2
+ d

)2n−1
)n

N2n deg(h)

)n+1

. (8.16)

Обозначим нормальную форму многочлена h через NF(h). Поскольку
h− NF(h) ∈ I , согласно теореме Херманн (теорема 37)

h− NF(h) =
m∑
i=1

fici,

для некоторых многочленов ci ∈ K[X], степени которых не превосходят
величины

D2 = deg(h− NF(h)) + (md)2
n ≤ D1 + (md)2

n

.
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Тогда справедлива следующая цепочка равенств

h = NF(h) +
m∑
i=1

fici

=
∑

t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤D1

ytt+
m∑
i=1

 ∑
t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤d

fi,tt


 ∑

t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤D2

ci,tt


=

∑
t∈T ⟨X⟩

deg(t)≤D1

ytt+
m∑
i=1

∑
t∈T ⟨X⟩

deg(t)≤d+D2

 ∑
u,v∈T ⟨X⟩

uv=t

fi,uci,v

 t

=
∑

t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤D1

ytt+
∑

t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤d+D2

 m∑
i=1

∑
u,v∈T ⟨X⟩

uv=t

fi,uci,v

 t.

(8.17)

Таким образом, для коэффициентов многочлена h =
∑

t∈T ⟨X⟩
deg(t)≤deg(h)

htt выпол‐

няются равенства

ht = yt +
m∑
i=1

∑
u,v∈T ⟨X⟩

uv=t

fi,vci,v.

Далее нас будут интересовать лишь соотношения для коэффициентов ht
тех термов t, степени которых не превосходят величины max{D1, d+D2}.
Все остальные коэффициенты ht равны 0.

Максимальная степень термов многочлена h не превосходит величи‐
ны max{D1, d + D2}, поэтому число уравнений не превышает величины
max{D1, d+D2}n.

Полученную систему уравненийможно представить в матричном виде

H = FC, (8.18)

гдеH —вектор коэффициентов многочлена h,C —вектор неизвестных yt
и ci,v, а F —матрица системы.

Из соотношений (8.17) следует, что общее количество неизвестных
равно Dn

1 + mDn
2 , а поскольку число уравнений ограничено величиной
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max{D1, d + D2}n, размер матрицы F (максимум высоты и ширины) не
превосходит величиныM = Dn

1 +m(d+D2)
m.

Матрица F имеет экспоненциальные размеры, однако, не составляет
труда вычислять отдельные ее элементыпомере необходимости (на лету).

Так, в строке, соответствующей терму t, и столбце, соответствующем
переменной yu, стоит 1, если u = t, и 0 в противном случае.

В строке, соответствующей терму t, и столбце, соответствующем пере‐
менной ci,u, стоит fi, t

u
, если терм t делится на терм u, и 0 в противном слу‐

чае.
Поскольку степени термов ограничены величиной max{D1, d + D2},

объем памяти используемый для их записи не превосходит величины
2n logmax(D1, d+D2) + 1).

Построим решение y =
∑
t

ytt уравнения (8.18), минимальное относи‐

тельно допустимого порядка намножестве термов. Такое решение и будет
представлять нормальную форму многочлена h.

В качестве промежуточного шага на этом пути, требуется найти мак‐
симальный невырожденный минор F ′ матрицы F , для которого соответ‐
ствующее (единственное) решение матричного уравнения

H ′ = F ′C ′

представляет нормальную форму. Для нахождения такого минора, потре‐
буется удалить те строки и столбцы матрицыF , которые могут быть выра‐
жены через оставшиеся. В действительности реального удаления строки
или столбца не происходит, а лишь определяется принадлежит ли строка
или столбец невырожденному минору F ′.

Чтобы определить, принадлежит ли k‐я строка (или k‐й столбец) мак‐
симальному невырожденному минору, достаточно сравнить ранги соот‐
ветствующих матриц, содержащих первые k − 1 строк и первые k строк
(первые k − 1 столбцов и первые k столбцов). Если ранги совпадают, то
k‐ю строку (k‐й столбец) не добавляют, если не совпадают, то добавляют.

Матрица F ′ зависит от порядка расположения столбцов и строк в мат‐
рице F . Для получения минимального относительно заданного допусти‐
мого порядка решения необходимо, чтобы порядок строк удовлетворял
двум условиям
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• Столбцы, соответствующие неизвестным yt, следуют за столбцами,
соответствующим неизвестным ci,u.

• Столбцы, соответствующие переменным yt, упорядочены согласно
выбранному допустимому порядку на множестве термов t ∈ T 〈X〉.

Теорема 62. Пусть в кольце многочленов Q[x1, . . . , xn] идеал I заданm
образующими, степени которых не превосходят d. Тогда нормальная
форма h заданного многочлена f может быть вычислена алгоритмом,
объем рабочей памяти которого ограничен величиной O(log4((D1 +
m(d + D1 + (md)2

n
)n) logM)), где D1 определяется формулой (8.16), а

M —максимум числителей и знаменателей коэффициентов многочле‐
нов.



Глава 9

Использование базиса Гребнера
для решения систем
алгебраических уравнений

Задача 3. Пусть задано множество многочленов f1, . . . , fs над полем K.
Требуется решить систему уравнений

f1 = 0,
. . . . . . . . .
fs = 0.

Связь между задачей 1 (построением базиса Гребнера) и задачей 3
неоднозначна. С одной стороны, базисы Гребнера могут помочь в реше‐
нии задачи 1. Действительно, в главе 6 был описан метод нахождения кор‐
ней системы алгебраических уравнений, имеющей конечное число реше‐
ний. Нахождение всех корней для идеала размерности 0, соответствующе‐
го системе уравнений (см. раздел 3.2), выполняется с помощью приведен‐
ного ниже алгоритма.

Рассмотрим следующий допустимый порядок на множестве мономов.
Пусть x1 < . . . < xn и пусть для любого k > 0 и 0 < i < n выпол‐
няются неравенства xki < xi+1. Найдем базис Гребнера для выбранного
порядка. Докажем, что минимальный приведенный многочлен этого ба‐
зиса зависит только от переменной x1. Действительно, пусть a1, . . . , as —
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всевозможные допустимые значения переменной x1 на решениях. Тогда
многочлен f(x1) = (x1−a1)· . . .·(x1−as) обращается в нуль во всех корнях
системы уравнений. По теореме Гильберта о нулях существует некоторое
k > 0, такое что fk(x1) лежит в идеале I системы уравнений. Поскольку
xj1 < xi при i > 1, это возможно лишь в том случае, когда минималь‐
ный приведенный многочлен зависит только от переменной x1. Более то‐
го, этот многочлен не имеет корней, отличных от ai, где i = 1, . . . , s.

Далее, подставляя любое x1 = ai в качестве значений x1, получа‐
ем новую систему относительно n − 1 неизвестных. Размерность идеа‐
ла полученной системы также равна нулю. Повторяем приведенную вы‐
ше процедуру для переменной x2, находим многочлен f(x2) в идеале
I(ai) ⊂ K[x2, . . . , xn] и так до тех пор, пока не найдем все значения неиз‐
вестных.

Из описания алгоритма следует, что для нахождения одного решения
системы алгебраических уравнений достаточно n раз (n— количество пе‐
ременных в кольце многочленов) найти базис Гребнера и n раз решить
степенное уравнение от одной переменной степени не выше, чем количе‐
ство всех решений.

С другой стороны, в разделе 8.2 описан случай системы алгебраиче‐
ских уравнений, решение которой найти легко, а соответствующий этой
системе базис Гребнера имеет экспоненциальный размер. Более того, ис‐
пользование метода линеаризации позволяет показать, что в общем слу‐
чае рассчитывать на построение базиса Гребнера с использованием объ‐
ема памяти, существенно меньшего экспоненциального (от длины входа),
не приходится, поскольку в этом случае мы могли бы с тем же объемом
памяти решить задачу IM , а она является EXPSPACE‐трудной.

Приведем теперь несколько специальных случаев, когда сложность
задачи решения систем алгебраических уравнений существенно меньше
экспоненциальной. Всякий раз, когда удается понизить оценки сложности
решения, используются специальные оценки степени полиномов вметоде
линеаризации, и затем применяются те же соображения о возможности
решения линейных систем с полилогарифмическим от размера системы
объемом памяти.

Случай систем булевых уравнений
Как мы уже видели в разделе 8.6 размер получаемой линейной систе‐
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мы оценивается экспонентой от длины входа. Это означает, что разреши‐
мость таких систем может быть проверена с памятью, объем которой не
превышает полинома от размера входных данных. Базисы Гребнера для
идеалов, порождаемых булевыми полиномами также могут быть найде‐
ны алгоритмами, использующими полиномиальный объем памяти.

Случай систем с конечным числом решений
Для этого случая также известны экспоненциальные верхние оцен‐

ки размера линейной системы в методе линеаризации [Pan87], [May97].
Поэтому для решения таких систем существуют алгоритмы с полиноми‐
альной памятью.

Случай проверки неразрешимости систем алгебраических уравне‐
ний.

Пусть I—идеал, порожденныймногочленами f1, . . . , fs с рациональ‐
ными коэффициентами.

В [Bro87] показано, что если m = min{s, n}, d =
max{deg(f1), . . . , deg(fs)} и fi не имеют общего нуля в Cn, то най‐
дутся многочлены q1, . . . , qs с такими рациональными коэффициентами,
что 1 = q1f1 + . . .+ qsfs и deg(qi) ≤ mndm +md, при i = 1, . . . , s.

Это означает, что получаемая в методе линеаризации система линей‐
ных уравнений имеет размер, ограниченный экспонентой от длины входа.
Как и прежде, это влечет возможность решения таких систем с полиноми‐
альной памятью.

Случай идеала, порожденного однородными многочленами
В случае, когда все многочлены с рациональными коэффициента‐

ми, порождающие данный идеал, являются однородными, задача при‐
надлежности многочлена данному идеалу является PSPACE‐полной
[May97].



Глава 10

Приложения

10.1 Элементы алгебры

10.1.1 Моноиды

ПустьM — произвольное множество. Отображение

M ×M →M (10.1)

будем называть операцией.
Если для всех пар x, y из M выполняются соотношения xy = yx, то

операция называется коммутативной.
Для операции могут использоваться мультипликативная и аддитивная

запись— xy и x+ y соответственно. Аддитивная запись обычно использу‐
ется только для коммутативной операции, т.е. когда x+y = y+x для всех
пар (x, y).

Операция называется ассоциативной, если для всех троек (x, y, z) вы‐
полняются соотношения (xy)z = x(yz).

Элемент e ∈ M называется единичным элементом, если для всех
x ∈ M выполняются соотношения ex = x = xe. В случае аддитивной
записи операции единичный элемент обозначается через 0 и называется
нулевым элементом. Единичный элемент единствен, если он существует.
Действительно, пусть e′ —другой единичный элемент. Тогда выполняются
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соотношения
e = ee′ = e′.

Определение 10.1.1. Множество M с ассоциативной операцией назы‐
вается полугруппой. Полугруппа, содержащая единицу, называется мо‐
ноидом.

Из определения следует, что моноид всегда не пуст. В мультипликатив‐
номмоноидеM единичный элемент обычно будем обозначать символом
1M , или просто 1, если из контекста ясно, о каком моноиде идет речь.

Определение 10.1.2. Гомоморфизмом полугрупп M и N называется
отображение f : M → N , для которого f(xy) = f(x)f(y).
Гомоморфизмом моноидов M и N называется отображение f : M →
N , для которого

• f(xy) = f(x)f(y);

• f(1M) = 1N .

Взаимно однозначный гомоморфизм называется мономорфизмом.
Гомоморфизм, являющийся взаимно однозначным соответствием,
называется изоморфизмом.

Отметим, что в правых и левых частях соотношений определения
10.1.2 правильнее было бы использовать разные обозначения для единиц
и операций: в левой части единица и операция относятся к моноидуM , а
справа — кN . В дальнейшем, если это не приведет к путанице, мы не бу‐
дем использовать различные записи для единиц и операций.

Пример. Пусть N = {1, x} — множество, состоящее из двух элемен‐
тов — единицы 1 и элемента x. Операцию умножения зададим таблицей

1 · 1 = 1, 1 · x = x · 1 = x, xx = x.

Легко проверить, что N является моноидом относительной такой опера‐
ции. Теперь в качестве M возьмем тривиальный моноид из одного эле‐
мента. Тогда отображение f : M → N , заданное формулой f(1) = x,
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является гомоморфизмом полугрупп, но не является гомоморфизмом мо‐
ноидов, поскольку образом единицымоноидаM не является единицамо‐
ноидаN .

ПустьM — моноид и x1, . . . , xn — его элементы (где n > 0 — целое
число). Определим их произведение по индукции. Еслиn = 1, то положим
по определению

1∏
i=1

xi = x1.

При n > 1, положим

n∏
i=1

xi = x1 . . . xn = (x1 . . . xn−1)xn.

Легко доказать индукцией по k, что при k+m ≤ n выполняется следу‐
ющее правило.

Правило умножения.

m∏
i=1

xi ·
k∏

j=1

xm+j =
m+k∏
i=1

xi.

Данное правило означает, что в произведении элементов моноида
скобки можно расставлять произвольным образом.

Если определенная на моноидеM операция является коммутативной,
то такой моноид будем называть коммутативным.

Легко доказать по индукции следующее правило умножения в комму‐
тативном моноиде.

Правило умножения в коммутативном моноиде. Пусть

σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}

произвольная перестановка (взаимнооднозначное соответствие). Тогда
для любых элементов x1, . . . , xn коммутативного моноида выполняется
соотношение

n∏
i=1

xi =
n∏

i=1

xσ(i).
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Неформально это правило означает, что результат умножения произ‐
вольного конечного набора элементов коммутативного моноида не зави‐
сит ни от порядка, ни от группировки сомножителей (расстановки скобок).

Из правила умножения в коммутативноммоноиде следует, что для лю‐
бого конечного непустого набора S элементов коммутативного моноида
M корректно определено произведение∏

x∈S

x.

Для пустого набора S положим по определению∏
x∈S=∅

x = 1.

Тогда для любых конечных непересекающихся наборов S и T элементов
коммутативного моноидаM∏

x∈S∪T

x =
∏
x∈S

x ·
∏
x∈T

x.

Для любого множестваX и коммутативного аддитивного моноидаM
обозначим черезM(X) множество функций f : X → M , обращающихся
в нуль почти всюду. Сумму элементов f и g в этом множестве зададим
формулой

(f + g)(x) = f(x) + g(x) ∀x ∈ X.

Легко проверить, что такая операция сложения задает наM(X) структуру
коммутативного моноида, нулевым элементом которого является нулевая
функция 0, определяемая формулой 0(x) = 0 для всех x ∈ X .

Введем мультипликативную запись для определенной выше опера‐
ции в моноиде M(X). Для этого каждой функции ν ∈ M(X) сопоста‐
вим символXν . Составленное из этих символов множество обозначим че‐
резXM

fin. (Отметим, что в случае конечного множестваX выполняется ра‐
венство XM

fin = XM ). Зададим в множестве XM
fin умножение формулой

Xµ · Xν def
= Xµ+ν . Тогда соответствие ν 7→ Xν задает изоморфизм моно‐

идовM(X) и XM
fin. Поскольку X

0 — единица моноида XM , то в соответ‐
ствии с принятым соглашениемX0 = 1.
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Для любой функции ν ∈ M(X) и любого элемента x ∈ X определим
функцию νx формулой

νx(y) =

{
ν(x) при x = y
0 при x 6= y

Для любой функции ν ∈M(X) положим по определению

xν(x)
def
= Xνx .

Подставим в эту формулу νx = 0. Получим,что для любого x ∈ X выпол‐
няется равенство x0 = X0 = 1.

Для любого ν ∈M(X) сумма

ν =
∑
x∈X

νx,

содержит только конечное число ненулевых слагаемых, по правилу умно‐
жения в коммутативном моноиде выполняется соотношение

Xν = X

∑
x∈X

νx
=
∏
x∈X

Xνx =
∏
x∈X

xν(x), (10.2)

причем произведение содержит только конечное число сомножителей не
равных единице.

Рассмотрим теперь аддитивный моноид Z+, элементами которого яв‐
ляются неотрицательные целые числа. Для любого элемента x ∈ X опре‐
делим функцию δx ∈ X

Z+

fin формулой

δx(y) =

{
1 при x = y
0 при x 6= y

.

Тогда Xδx = xδx(x) = x1. Положим по определению x1 = x. Таким обра‐
зом, xδx(x) = x.

Для любой функции ν ∈ X
Z+

fin и любого x ∈ X выполняется соотноше‐
ние

νx = δx + . . .+ δx︸ ︷︷ ︸
v(x) слагаемых

.
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Поэтому

xν(x) = Xνx = X

δx + . . .+ δx︸ ︷︷ ︸
v(x) слагаемых = Xδx · . . . ·Xδx︸ ︷︷ ︸

v(x) сомножителей

= x · . . . · x︸ ︷︷ ︸
v(x) сомножителей

.

Иными словами, для любого n ∈ Z+ выполняется равенство xn =
x · . . . · x︸ ︷︷ ︸

n сомножителей

. Для n = 0 это равенство означает, что произведение пусто‐

го множества сомножителей равно 1.

10.1.2 Группы. Кольца. Поля

Определение 10.1.3. Группой называется моноид G, в котором для лю‐
бого x ∈ G существует y ∈ G, для которого xy = yx = 1 (или
x + y = y + x = 0 в аддитивной записи). Элемент y называется об‐
ратным к x и обозначается через x−1 (через −x в аддитивной запи‐
си). Коммутативный моноид, являющийся группой называется комму‐
тативной или абелевой группой.

Легко видеть, что обратный элемент для x единствен. Действительно,
пусть существует другой обратный, скажем y′. Тогда

y = y · 1 = y(xy′) = (yx)y′ = 1 · y′ = y′.

Определение 10.1.4. Подгруппой группы G называется подмножество
G, являющееся группой относительно той же групповой операции.

Примеры.

1 Моноид N натуральных чисел c операцией сложения не является
группой. Множество Z целых чисел с операцией сложения является
абелевой группой. Эта группа называется аддитивной группой це‐
лых чисел.

2 Моноид ненулевых целых чисел с операцией умножения не являет‐
ся группой.Множество ненулевых рациональных чисел с операцией
умножения является группой.
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Определение 10.1.5. Кольцо¹ — это множество A с двумя операция‐
ми, называемыми сложением и умножением, обладающее следующими
свойствами:

1 относительно сложения A— абелева группа.

2 относительно умножения A— полугруппа.

3 для любых x, y, z ∈ A выполняются два свойства дистрибутивно‐
сти

z(x+ y) = zx+ zy и (x+ y)z = xz + yz.

Если операция умножения в кольце коммутативна, тотакое кольцо на‐
зывается коммутативным.

Определение 10.1.6. Коммутативное кольцоK, в котором множество
ненулевых элементов является группой относительно умножения, на‐
зывается полем.

Примеры.

1 Множество целых чисел Z с операциями сложения и умножения яв‐
ляется коммутативным кольцом. Это кольцо называется кольцомце‐
лых чисел.

2 Коммутативное кольцо целых чисел Z не является полем.

3 Кольцо рациональных чисел Q является полем и называется полем
рациональных чисел.

Определение 10.1.7. Отображение колец

φ : A→ B,

являющееся моноидным гомоморфизмом для мультипликативных
структур на A и B, а также моноидным гомоморфизмом для адди‐
тивных структур на A и B называется кольцевым гомоморфизмом.

¹Если умножение не является ассоциативным, то такие кольца называют неассоциа‐
тивными.
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Взаимно однозначный гомоморфизм колец называетсямономорфизмом
колец, а гомоморфизм, осуществляющий отображение на, называется
эпиморфизмом. Гомоморфизм колец, являющийся одновременно моно‐
морфизмом и эпиморфизмом, называется изоморфизмом. Изоморфизм
колец A и B будем записывать формулой φ : A

≈→ B.

Из определения следует, что гомоморфизм колец преобразует нуле‐
вой элемент кольца в нулевой, а единичный в единицу. Поэтому, гомо‐
морфизм полей всегда является мономорфизмом.

10.1.3 Термы. Многочлены

ПустьX — конечное множество.

Определение 10.1.8. Термом на множестве X будем называть произ‐
вольную функцию ν : X → Z+, равную нулю почти всюду.

Множество термов наX будем обозначать через T 〈X〉. Согласно обо‐
значениям раздела 10.1.1 выполняется равенство

T 〈X〉 = X
Z+

fin.

Там же было показано, что это множество является коммутативным мо‐
ноидом. Каждый терм ν на множестве X согласно формуле (10.2) можно
отождествить с выражением ∏

x∈X

xν(x).

Поэтому терм ν можно записывать также какXν .

Определение 10.1.9. Степенью терма ν называется

deg(ν) = deg(Xν) =
∑
x∈X

ν(x).

Степенью терма ν по переменной x ∈ X называется

degx(ν) = degx(X
ν) = ν(x).
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Из определения 10.1.9 следует, что deg(ν) =
∑
x∈X

degx(ν).

Определение 10.1.10. Пусть K — коммутативное кольцо.
Отображение

p : T 〈X〉 → K,

равное нулю всюду, кроме конечного числа термов, называется много‐
членом от переменных из множества X с коэффициентами в кольце
K. Если отбросить ограничение о равенстве отображения нулю почти
всюду, то получим формальный ряд от переменных из множества X с
коэффициентами в кольцеK. Многочлен, соответствующий нулевому
отображению, называется нулевым многочленом. Множество много‐
членов с коэффициентами в кольце K будем обозначать через K[X] и
называть множеством многочленов от переменных из множество X
или множеством многочленов от n переменных, если множествоX ко‐
нечно и состоит из n элементов. Если X = {x}, то множество мно‐
гочленов K[X] обозначим также через K[x] и будем называть множе‐
ством многочленов от одной переменной.

Каждый многочлен p ∈ K[X] отождествим с выражением

p
def
= p(X)

def
=

∑
ν∈T ⟨X⟩

aνX
ν , где aν = p(ν) ∈ K. (10.3)

Многочлен вида aXν для a ∈ K и ν ∈ T 〈X〉 называется мономом от
переменныхX или, кратко, мономом. Если a = 0, то такоймономназовем
нулевым.

Определение 10.1.11. Слагаемые aνXν в формуле (10.3), для которых
aν 6= 0, будем называть ненулевыми мономами многочлена p, а соот‐
ветствующие термыXν —термами многочлена p.

Согласно определению 10.1.10 многочлен, все слагаемые которого ну‐
левые, является нулевым многочленом.

Множество термов многочлена p ∈ K[X], очевидно, определяется
формулой

Tp 〈X〉 = {ν ∈ T 〈X〉 | p(ν) 6= 0}. (10.4)
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По определению 10.1.10 для нулевого многочлена это множество пустое
T0 〈X〉 = ∅, а для ненулевого многочлена — конечное и непустое.

Формулу (10.3) представлениямногочлена как суммымономовможно
переписать в виде суммы ненулевых мономов

p = p(X) =
∑

ν∈Tp⟨X⟩

p(ν)Xν . (10.5)

Максимум степеней термов ненулевого многочлена p определен кор‐
ректно, называется его степенью и обозначается через deg p. Для нулевого
многочлена deg p = −∞. Примем соглашение, что

• −∞+ k = −∞ для всех целых неотрицательных чисел k;

• −∞+−∞ = −∞.

Также для ненулевого многочлена p и любой его переменной x ∈ X
корректно определена величина max

ν∈Tp(X)
degxX

ν . Эта величина называет‐

ся степенью многочлена относительно переменной x и обозначается че‐
рез degx p. Для нулевого многочлена принимаем по определению, что
degx p = −∞.

Определение 10.1.12. НамножествемногочленовK[X] определены две
операции. Суммой многочленов p и q называется многочлен r, определя‐
емый формулой

r(ν) = p(ν) + q(ν) ∀ν ∈ T 〈X〉 .

Произведением многочленов p и q называется многочлен s, определяе‐
мый формулой

s(ν) =
∑

µ,λ∈T ⟨X⟩|µ+λ=ν

p(µ)q(λ) ∀ν ∈ T 〈X〉 .

Следующие утверждения выводятся непосредственно из определения
10.1.12.

Предложение 23. Введенные выше операции сложения и умножения на
множестве многочленовK[X] задают на нем структуру кольца.
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Предложение 24. Если кольцо K не имеет делителей нуля, то для лю‐
бых многочленов p, q ∈ K[X] выполняются соотношения

• deg(pq) = deg p+ deg q;

• deg(p+ q) ≤ max{deg p, deg q}.

Предложение 25. Если кольцо K не имеет делителей нуля, то для лю‐
бых многочленов p, q ∈ K[X] и любой переменной x ∈ X выполняются
соотношения

• degx(pq) = degx p+ degx q;

• degx(p+ q) ≤ max{degx p, degx q}.

Напомним, что множество Zn
+ обозначает множество неотрицатель‐

ных целочисленных векторов длины n. На этом множестве имеется есте‐
ственная структура моноида, определяемая операцией сложения векто‐
ров.

Пусть X = {x1, . . . , xn}. Определим отображение f : XZ+ → Zn
+

формулой
f(Xν) = (ν(x1), . . . , ν(xn)).

Легко видеть, что это отображение является изоморфизмом моноидов.
Следовательно, мультипликативный моноид XZ+ отождествляется с ад‐
дитивным моноидом целочисленных векторов Zn

+. Следующая формула
позволяет отождествить множество термов на X с множеством целочис‐
ленных неотрицательных векторов длины n

Xω def
= xk11 · . . . · xknn , ω = (k1, . . . , kn) ∈ Zn

+. (10.6)

Поэтому многочлен p ∈ K[X] от n независимых переменных X =
{x1, . . . , xn} можно представить в виде выражения

p(X) = p(x1, . . . , xn) =
∑
ω∈Zn

+

aωX
ω,

содержащего конечное число ненулевых слагаемых.
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В силу определения терма многочлена (см. определение 10.1.11), вы‐
ражение xk11 · . . . · xknn является термом многочлена

p(x1, . . . , xn) =
∑

(k1, ...,kn)∈Zn
+

ak1, ...,knx
k1
1 · . . . · xknn ,

только если ak1, ...,kn 6= 0, а соответствующее слагаемое ak1, ...,knx
k1
1 · . . .·xknn

в этом случае будет мономом этого многочлена. Для степени многочле‐
на p(x1, . . . , xn) по переменной xi будем обозначать также обозначение
degi p, т.е. degi p = degxi

p.

Предложение 26. Пусть f : A → B — гомоморфизм колец. Тогда отоб‐
ражение колец многочленов f ∗ : A[x] → B[x], заданное формулой

f ∗

(
∞∑
i=0

aix
i

)
=

∞∑
i=0

f(ai)x
i, (10.7)

является гомоморфизмом. Если f является изоморфизмом,то этот го‐
моморфизм является изоморфизмом.

Доказательство. Следует непосредственно из определений.

Определение 10.1.13. Пусть B0 — произвольное подмножество кольца
B и n—неотрицательное целое число. Подмножество элементов изB
вида

n∏
i=1

bi

где bi ∈ B0, обозначим через Tn 〈B0〉 и будем называть множе‐
ством термов степени n от (зависимых) переменных B0 (из кольца B).
Множество всехтермов от переменныхB0 из кольцаB определимфор‐
мулой

T 〈B0〉 =
∞⋃
i=0

Tn 〈B0〉 .
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Определение 10.1.14. Пусть задано вложение колец A ⊂ B и подмно‐
жество B0 в B. Подмножество элементов из B вида∑

b∈T ⟨B0⟩

αbb,

где αb — произвольные элементы кольца A и только конечное число со‐
множителей αa не равно нулю, является кольцом. Это кольцо называ‐
ется кольцом многочленов от (зависимых) переменныхB0 (из кольцаB)
с кольцом коэффициентов A и обозначается через A[B0].

Каждому элементу b ∈ B0 сопоставим символ xb, так что различным b
сопоставляются различающиеся символы. Составим из всех этих символов
множествоXB0 . Тогда определено кольцо многочленов от переменных из
множестваXB0 . Легко проверить, что формула φ(xb) = b определяет эпи‐
морфизм колец

φ : k[XB0 ] → k[B0]. (10.8)

Следовательно, имеется изоморфизм

k[XB0 ]/ kerφ ≈ k[B0].

10.2 Немного о сложности вычислений

Ниже будут приведены некоторые сведения из теории сложности вычис‐
лений.

Классические модели вычислений – машины Тьюринга, машины
Минского, RAM (машины с произвольнымдоступом к памяти) – предпола‐
гаются известными. В этом рядумашиныМинского несколькоменее попу‐
лярны (и в то же время активно используются в приводимых доказатель‐
ствах), поэтому мы кратко напоминаем их определение.

Счетчиковые машины (машины Минского) — это одна из наиболее
простых алгоритмически полных моделей вычисления. Счетчиковая ма‐
шина представляет собой вычислительное устройство, которое состоит из
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программы, имеющей конечное число команд, и конечного набора счет‐
чиков. В каждом счетчике может храниться произвольное целое число.
Программа счетчиковой машины— это автомат с конечным числом состо‐
яний; каждому состоянию q этой программы приписана команда одного
из следующих трех типов:

1. увеличить на 1 числоmi, содержащееся в i‐ом счетчике, и перейти в
состояние q′;

2. уменьшить на 1 числоmi, содержащееся в i‐ом счетчике, и перейти
в состояние q′;

3. проверить, содержится ли в i‐ом счетчике число 0, и в зависимости от
результата проверки перейти в либо состояние q′, либо в состояние
q′′.

Счетчиковые машины разработал и исследовал американский матема‐
тик М. Минский в 1958 г. В монографии [Мин71] он показал, что всякая
частично‐рекурсивная функция вычислима машиной, снабженной всего
лишь двумя счетчиками. Более подробно эти машины описаны в соот‐
ветствующем разделе при доказательстве EXPSPACE‐полноты задачи
CWEP .

В методе линеаризации решения алгебраических уравнений, исполь‐
зуемом для получения верхних оценок сложности решения алгебраи‐
ческих уравнений, существенно используется модель параллельных вы‐
числений PRAM и так называемый тезис о параллельных вычислениях.
Приведем кратко некоторые сведения об этих понятиях.

PRAM (параллельная машина с произвольным доступом к памяти) —
состоит из p идентичных RAM (называемых процессорами), имеющих об‐
щую память. Каждый процессор работает по своей программе (обычный
набор операций RAM).

В PRAMимеется одна общая входная лента, причем каждый процессор
может считывать содержимое любой ячейки этой ленты. Память является
общей для всех процессоров и состоит из потенциально бесконечного чис‐
ла ячеек, в каждой из которых может быть записано произвольное целое
число. Время вычисления на PRAM равно максимуму из времен вычисле‐
ний на каждом процессоре. Время вычисления на одном процессоре – это
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либо суммарное число исполненных команд (равномерная мера), либо
сумма логарифмов величин максимальных операндов для каждой коман‐
ды (логарифмическая мера).

Формулировка тезиса о параллельных вычислениях: Параллельное
время полиномиально эквивалентно размеру памяти (рабочей зоны) ма‐
шины Тьюринга. В частности, всякая задача может быть решена на PRAM
за времяT (n) тогда и только тогда, когда онаможет быть решенамашиной
Тьюринга, использующей объем памяти (рабочую зону) poly(T (n)).

В несколько ином виде этот тезис впервые сформулирован в [FW78].
Подобно известному тезису Черча тезис о параллельных вычислениях

не может быть формально доказан, поскольку интуитивное понятие па‐
раллельное время не формализовано. Однако, для многих параллельных
моделей вычислений этот тезис оказывается справедливым как строгое
математическое доказательство (в частности, для модели PRAM).

Сложностные классы P и NP, а также понятие полиномиальной (по
Карпу) сводимости предполагаются известными читателю.

Сложностные классы по объему памяти: PSPACE, EXPSPACE и по време‐
ни EXPTIME определяются так.

Задача разрешения (языков) принадлежит классу EXPSPACE (PSPACE),
если существует машина Тьюринга с одной входной лентой и одной рабо‐
чей лентой решающая эту задачу с использованием объема памяти (коли‐
чества ячеек рабочей ленты) не превышающего экспоненты (полинома) от
длины записи исходных данных на входной ленте.

Задача разрешения (языков) принадлежит классу EXPTIME, если суще‐
ствует машина Тьюринга с одной входной лентой и одной рабочей лентой,
решающая эту задачу за время, не превышающее экспоненты от длины за‐
писи исходных данных на входной ленте.

Приведем и формальные определения этих классов. Для этого нам по‐
надобятся несколько вспомогательных определений.

Определение. k‐ленточная машина Тьюринга M имеет сложность по
объему памяти (space complexity) s(n), если для любого входного слова
длины n машина M просматривает не более s(n) ячеек на всех рабочих
лентах (исключая входную ленту). Сложность по объему памяти машины
M будем обозначать через spaceM(n).

Определение. k‐ленточная машина Тьюринга M имеет временную
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сложность t(n), еслидля любого входного слова длиныnмашинаMзакан‐
чивает работу не более, чем за t(n)шагов. Временную сложность машины
Тьюринга M будем обозначать через timeM(n).

Определение. Язык L ⊂ Σ∗ принадлежит классу DSPACE(s(n)),
если существует машина Тьюринга M, разрешающая данный язык, и
spaceM(n) ≤ s(n) для почти всех n (∀n ≥ n0).

Определение. Язык L ⊂ Σ∗ принадлежит классу DT IME(t(n)),
если существует машина Тьюринга M, разрешающая данный язык, и
timeM(n) ≤ s(n) для почти всех n (∀n ≥ n0).

EXPT IME = ∪k≥0DT IME(2nk

).

EXPSPACE = ∪k≥0DSPACE(2nk

).

P = ∪k≥0DT IME(nk).

PSPACE = ∪k≥0DSPACE(nk).

Известно соотношение между сложностными классами.

P ⊆ NP ⊆ PSPACE ⊆ EXPTIME ⊆ EXPSPACE

Неизвестно ни про одно из включений, является ли оно собственным.
С другой стороны, из теорем о иерархии (по времени и по объему памяти)
вытекает, что P 6= EXPTIME, и PSPACE 6= EXPSPACE.

Для сложностного класса C и сводимости S говорят, что задача f яв‐
ляется C‐трудной относительно S‐сводимости, если любая задача изC S‐
сводится к f .

Если к тому же f ∈ C, то такая задача называется C‐полной относи‐
тельно сводимости S.

Наиболее популярной в теории сложности является полиномиальная
сводимость по Карпу. В нашем изложении использовалась также менее
популярная log − lin‐сводимость, которая определяется аналогично сво‐
димости по Карпу, но с более жестким ограничением: это отображение
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входов одной задачи во входы другой, вычислимое с логарифмическим
объемом памяти и за линейное время.
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